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Prefata

Aceasta carte se adreseaza studentilor Facultatii de Matematica,
dar totodata vine in intampinarea tuturor celor care isi doresc o
introducere si o familiazare cu Teoria categoriilor gi Algebrelor uni-
versale.

Categoriile, prezentate in prima parte a cartii, sunt necesare
in prezent in abordarea mai multor sectoare ale matematicii si in
informatica teoretica si fizica matematica, constituind o notiune
unificatoare. Intuitiv, o categorie consta din anumite structuri ma-
tematice si morfisme intre acestea, care conserva operatiile.

Partea a doua a cursului este dedicata studiului algebrelor uni-
versale. O algebra universala este un ansamblu format dintr-o
multime de baza si un set de operatii, care pot avea diverse tipuri,
de exemplu pot fi operatii nulare, unare, binare, ternare etc.

Partea dedicata categoriilor reprezinta o scurta introducere in
aceasta teorie, necesara intelegerii limbajului categorial, analizandu-
se concepte de baza, precum produse i coproduse/sume directe,
produse si sume fibrate, egalizatori si coegalizatori, nuclee gi conu-
clee, apoi notiuni mai generale de limita si colimita intr-o categorie,
cat si legaturile dintre acestea si se incheie cu prezentarea si exem-

plificarea notiunii de functori adjuncti. Totodata se mentioneaza
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diverse tipuri de categorii, care fac obiectul unor studii aprofundate
in domeniu.

In partea a doua a cursului se prezinta notiuni introductive cheie
din teoria algebrelor universale. Fundamentele acestui domeniu se

gasesc in cartile :

o Gratzer G. , Unwversal algebra, Second edition. Springer-

Verlag, New York , 1979

e Cohn, P.M., Universal algebra, Mathematics and Its Applica-
tions, Volume 6, 1981

Prezentarea notiunilor de algebra universala din cartea lui P.M.
Cohn necesita cunoasterea unui limbaj categorial de baza. Ulterior
acest domeniu al algebrei s-a bucurat de o dezvoltare impresionanta,
in special in ultimii douazeci de ani.

Notiunile prezentate in aceasta parte sunt pe de o parte din
teoria generala a algebrelor universale si aici ne referim la prezen-
tarea si exemplificarea notiunii de algebra universala, de morfism,
izomorfism, congruenta in legatura cu notiunea de algebra factor,
studiul laticilor de subalgebre gi respectiv de congruente, in cone-
xiune cu notiunea de sistem si operator de inchidere. Pe de alta
parte, sunt studiate diverse clase de latici. Notiunea de latice este
un exemplu important de algebra universala, ce structureaza alge-
bric multimea subalgebrelor unei algebre universale si are o larga
aplicabilitate in informatica gi inginerie software. De aceea, ne-am
propus sa analizam clase importante de latici: modulare, distribu-
tive, Boole, complete, infinit distributive.

In finalul prezentarii algebrelor universale, ne-am oprit asupra

algebrelor libere si, ca o punte de legatura intre cele doua parti

i
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ale cartii, am mentionat functorul universal, ce asociaza fiecarei
multimi nevide algebra libera corespunzatoare.
Prezentarea diverselor notiuni din aceasta carte este insotita de
exemple si de exercitii, care contribuie la o mai buna intelegere.
Ultimul capitol al cartii prezinta note istorice, scurte bibliogra-
fii ale celor ce au contribuit esential la dezvoltarea acestor doua

domenii.
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Capitolul 1

Categorii. Functori.

Morfisme functoriale

1.1 Notiunea de categorie

Pentru definirea unei categorii C avem nevoie de urmatoarele ti-

puri de elemente:

i) o clasa de obiecte ObC , ale carei elemente sunt numite obiecte

ale lui C.
Obiectele categoriei C se noteaza A, B, C, ... si scriem
A, B,C,...€ Ob(;
ii) VA, B € ObC, e data multimea morfismelor de sursa A si

cosursa B in categoria C, notata cu Home(A, B). Vom nota
f € Hom¢(A, B) sau A AN B:;
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iii) VA, B,C € ObC, este data functia
pa g Home(A, B) x Home (B, C') — Home (A, C)
numita compunerea morfismelor; daca
QAN B Ee)

atunci pa go (f,9) et go f este compusul morfismelor g si f.

Definitia 1 Aceste trei tipuri de elemente formeaza o categorie,

notata cu C, daca sunt indeplinite conditiile:
¢1) Home (A, B) NHome (A", B") #0 = A=A, B=B.

) A= B2 05D, (hg) f = h(gf), VA, B,C,D, Vf,g.h

(asociativitatea compunerii morfismelor).

c3) VA € ObC, 314 € Home (A, A) astfel incat VB,C € ObC,

Vf.g
B-tsA %0

sa avem lyo f = f gi golsy = g (existenta morfismelor
identitate).

Observatia 1 14 este unic.
Presupunem ca 14, e € Home (A, A) astfel incat

lyof=cof=]f

}Ob‘ginemA =e.
gola=goe=yg

(iau f = 14, g = e, ca la unicitatea elementului neutru intr-un

grup)
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Observatia 2 Conditia ¢;) nu este esentiald.

Intr-adevir, putem defini categoria €’ cu ObC’ = ObC,
Home (A, B) = {(A, B)} x Home (A, B).

A=A

Atunci Home: (A, B) N Homer (A, B') # ) < { Bepg

adica c;) are loc in C'.

Definitia 2 O categorie C se numeste mica daca ObC este o

mulfime.

Exemple de categorii

Exemplul 1 Set: categoria multimilor

Ob Set : multimi
Homg, (A, B) este multimea functiilor de la A la B

compunerea morfismelor este compunerea functiilor.

Exemplul 2 Gr: categoria grupurilor

-Ob Gr: grupuri
-morfismele: morfisme de grupuri
-compunerea morfismelor este compunerea

morfismelor de grupuri.

Exemplul 3 Ab: categoria grupurilor abeliene.
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Exemplul 4 R — mod: categoria R—modulelor, unde R este un

el unitar.

-Ob R — mod : R — module stangi
-morfismele: morfisme de R — module

-compunerea morfismelor este compunerea morfismelor de

R — module.
Exemplul 5 Fie (G,-,e) un grup. Definim Cq astfel:

ObCq = {x}
Home,, (*,%) = G (aici morfismele nu sunt functii)
fiss : GX G =G

(a,b) ~» ab, compunerea lui a cu b din G; 1, = e.
Similar, plecand de la un monoid (M, -) obtinem o categorie Cy;.

Exemplul 6 Fie (X,<) o multime preordonata. Definim C
astfel:

([ ObC =X

<
Home (7,y) = { é)x’y) th}e?

(deci are un element sau niciunul)

\ Haoy,- - Home (2,y) x Home (y, 2) = Home (z, 2) , unde

dacax £y sauy £ z, atunci i, . € incluziunea ) C Home (, 2).

daca x <y siy < z, atunci iz, . ((z,y), (y,2)) = (z, 2).
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Exemplul 7 Top : categoria spatiilor topologice

{ Ob Top : spatii topologice

morfismele sunt functii continue, notate astfel (X, 1) SN (X', ")
Exemplul 8 Set.: categoria multimilor punctate.

Ob Set. : Obiectele au forma (A, a), unde A este o multime, a € A
f:A—B

morfismele sunt notate astfel : (A, a) SN (B,b), unde { Fla) =
a) =b.

Exemplul 9 Pos : categoria multimilor partial ordonate. Morfis-

mele sunt functii crescatoare.

Exemplul 10 Lat : categoria laticilor. Morfismele sunt morfis-

mele laticiale.

Exemplul 11 SGr : categoria semigrupurilor. Morfismele sunt

morfisme de semigrupuri.

Exemplul 12 Mon : categoria monoizilor. Morfismele sunt mor-

fisme de monoizi.

Exemplul 13 Rng, : categoria inelelor cu unitate. Morfismele

sunt morfisme de inele unitare.

Exemplul 14 Field : categoria corpurilor comutative. Morfismele

sunt morfisme nenule de corpuri.

Exemplul 15 R — Alg: categoria R—algebrelor peste un inel co-

mutativ R.
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Exemplul 16 M LinSp : categoria spatiilor liniare normate. Mor-

fismele sunt transformari liniare marginite (continue).

Exemplul 17 TopBun : categoria spatiilor topologice fibrate. Obiec-
tele sunt triplete (X, p, B), unde X, B sunt spatii topologice si p :
X — B functie continua.

Exemplul 18 Categoria R—matricilor, unde R este un inel co-
mutativ. Obiectele sunt numere naturale nenule. Hom (m,n) este
multimea n X m matricilor cu coeficienti in R. Compunerea este

tnmultirea matricilor.

Exemplul 19 Categorii cat: Prezentam urmatorul exemplu:
Fie a, 5 : A — B morfisme in categoria Top si I = [0, 1].
Definim pe Hom (A, B) o relatie de echivalentd Rap astfel:

aRAppP

daca exista o functie continua
f:AxI—B

astfel incat
fla,0) =a(a) sif(a,1)=p(a)

pentru orice a € A.

Rap este o echivalenta.

fntr—adevdr, Rap este reflexiva (pentru orice i € I, definim
f(a,i) = a(a)), Rap este simetrica (definim g (a,i) = f (a,1 —1))
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st Rap este tranzitiva. Pentru f si g date, definim

h(ai) = f (a,21) daca
“o= g(a,2i —1) daca

wl»—t (@)
= Nl

I/\ I/\

<1
<1

Echivalenta Rap se numeste omotopie si este o congruenta,
adica este compatibila cu compunerea din Top:

Fieu: A— B gsia f:B — C, astfel incat aRapB. Aratam
ca (au) Rap (Bu).

Din aRap8 rezulta ca exista omotopia f : BxI — C' (continud)
astfel ca f(b,0) = a (b) si f(b,1) = 5 (b), pentru orice b € B.

Definim f1 : Ax 1 — B x I prin fi(a,i) = (u(a),?) pentru
orice a € A.

Atunci f fi este continud si ffi(a,0) = f(u(a),0) = a(b) s
ffi(la,1) = f(u(a),1l)=pB(b), adica (au) Rap (u).

Categoria cat Top,, se noteaza i hT'op si se numeste categoria

omotopica a spatilor topologice.

Subcategorii. Subcategorii pline

Fie C o categorie.

Definitia 3 Categoria C' se numeste subcategorie a lui C daca:
-ObC" C ObC

- Homg: (X, Y) C Hom¢ (X, Y) VXY € Ob(’

-compunerea in C' e indusa de compunerea in C.

Mai mult, VX € Ob(’, 1x € Home (X, X).
Daca, in plus, VX,Y € Ob(’, Home (X,Y) = Home (X,Y),

atunci C’ este o categorie plina a lui C.
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Exemplul 20 Ab este subcategorie pling a lui Ab.
Exemplul 21 Ab este subcategorie plina a lui Gr.

Exemplul 22 Gr este subcategorie pling a lui Set.

1.2 Obiecte initiale. Obiecte finale

Definitia 4 Fie C o categorie si A I B f se numeste izomor-
fism in C dacd 3B L A, astfel incit go f =14 si fog=1p.

Spunem atunci ca A si B sunt echivalente si notam A ~ B.

Definitia 5 I € ObC se numeste obiect initial daca
|Home (1, X)| =1,VX € ObC.

Definitia 6 F' € ObC se numeste obiect final daca
|Home (X, F')| = 1,VX € ObC.

Definitia 7 Un obiect se numeste obiect zero daca este simultan

obiect initial st final.

Observatia 3 In categorii cu obiecte zero, VA, B € ObC, Home (A, B)
este nevida, deoarece pentru un obiect zero Z, exista un morfism de
la A la Z, un morfism de la Z la B, deci exista si compunerea

acestora.
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Exemple

Exemplul 23 In Set, I = 0, F este orice mutime singleton {a},

tar obiectele echivalente sunt multimile cardinal echivalente.
Exemplul 24 In Gr, I = F orice grup cu un element.

Daca G contine macar doua elemente, atunci exista cel putin

doua morfisme: 14 si morfismul nul. Similar in Ab si R — mod.

Exemplul 25 /n Cq, 3] = F +— |G| = 1. Orice morfism este
izomorfism in Cg. Reciproc, daca o categorie C cu un obiect are

toate morfismele izomorfisme, atunci C = Cq.

Exemplul 26 In categoria asociata unei multimi preordonata (X, <),
doua elemente x,y sunt echivalente daca s1 numai daca v <y $i
y < x. Avem x = I dacd v = min X, daca exista. Similar, v = F

daca x = max X, daca exista.

Exemplul 27 Categoria Rng, are obiect initial, dar nu si zero.

Pentru orice inel unitar R exista un unic morfism unitar f :
Z — R cu

f(n)=nf().

Deci inelul Z. este obiect initial Rngy, dar Z nu este obiect final,
deci nu este obiect zero.

Obiectul final este inelul zero, in care 0 = 1.

Exemplul 28 Categoria corpurilor nu are obiect final, nici initial,
dar in categoria corpurilor de caracteristica p, inelul Z, este obiect

inatial.
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Exemplul 29 In categoria Veck a spatitlor lintare peste un corp

K, un spatiu liniar zero-dimensional este obiect zero.

Exemplul 30 In categoria Top, () este obiect inifial si orice spatiu

topologic singleton este obiect final. Top nu are obiecte zero.

Exemplul 31 In categoria Set. obiectele initiale, obiectele finale g1

obiectele zero sunt multimile punctate cu un element.
Exercitii
1. Aratati ca orice doua obiecte initiale (finale, zero) sunt echi-

valente.

Solutie. Fie I, T, initiale in C. Rezults ci 31, L5 I,
311, —L5 I,. Pe de altd parte,

g f
[1f—>5 I, [29 —= 1,
17, 1z,

[ initial = gf =1
I, initial = fg =1,

2. Fie C o categorie cu un obiect zero Z. Atunci VA, B € ObC_,
04 : A — B morfism, astfel incat O,p = gf , unde
ALy 74724 B

Solutie. Aratam ca gf nu depinde de Z.
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Z
N
qgr -,
oA
7!
7z -2 7

Verifiam ca gf = ¢'f’ <7£t OAB>, unde Z’ este un alt obiect

Z€ero.

Fie « izomorfismul

A

Avem

f'=af, ¢ =gp.

Atunci ¢'f" = g (Ba) f = gf, deoarece fa = 1.

3. Aratati ca daca C este categorie cu obiecte zero, atunci

VX L)A OABUZOXB
VBLY ’ UOAB:OAy.
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Solutie. Avem Oxp def g (fu) = Oapu, unde

A
7 N
X fu 7.

1.3 Monomorfism. Epimorfism. Bimor-

fism

Fie C o categorie, f € Home (X,Y).

Definitia 8 f este monomorfism daca VZ € Ob(C, Yu,v
zax Ly
fu=fv=u=nv.

Definitia 9 f este epimorfism daca VZ € ObC(C, Yu,v
xLysz
uf =vf = u=nwv.

Definitia 10 f este bimorfism daca f este monomorfism si epi-

morfism.

Observatia 4 Daca T este obiect final intr-o categorie C si daca

f:T — A este un morfism in C, atunci f este monomorfism.
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Propozitia 1 X Ty 2z

gf epimorfism = g epimorfism;

gf monomorfism => f monomorfism.

Demonstratie.
Avem ug =vg /- f = u(gf) = v(9f) = u = v. Similar se

arata cealalta afirmatie. [ ]

Definitia 11 O categorie se numeste balansata daca orice bimor-

fism este un izomorfism.

Vom vedea in paragrafele urmatoare ca Set, Gr, Ab sunt categorii
balansate.

Categoria Rel a relatiilor binare este balansata.

[zomorfismele in Rel sunt aplicatiile bijective.

Intr-adevir, pentru o relatie (A, B; R), daca exista (B, A, S) cu
RS = Ap si SR = Ay, atunci S = R7L.

Exercitii.
1. Dati exemple de epimorfisme care nu sunt surjective.
Solutie. Consider categoria inelelor Rng.

Fie 7 : Z — Q incluziunea. i nu este surjectiva.

Arat ca i este epimorfism.
!
Fie fi =gisifie € Q= R.
g

Arat ca f (75—“) =g (g)
E suficient s& verificim f (1) = g (1).
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Avem

Pe de alta parte,

r(2)r0a(2) =1 (2) @) -

2. Dati exemple de monomorfisme care nu sunt injective.

Solutie. Consideram categoria grupurilor abeliene divizibile
Div.
Un grup (G, +) este divizibil daca Va € G, Vn € N*, b € G

astfel Incat a = nb.

Morfismul p : Q — Q/Z nu este injectiv, dar arat ca este

monomorfism.
Fie f,g: A — Qin Div, cu f # g.
Rezulta ca da € A : f(a) —g(a) = % # 0si s # 1 (altfel,

amplificam cu un astfel de s).
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A grup divizibil, deci @ = rb, de unde f (a) = rf (b) . Obtinem
f(0) =g (b) = 1, de unde (pf) (b) — (pg) (b) = ; +Z # Oz
adica pf # pg.

Deci, [f #9=pf #pg] = [pf =pf = f =g, adica
p este monomorfism, dar nu este injectiv. [ |

1.3.1 Monomorfisme si epimorfisme in Set

Teorema 1 Un morfism in Set este monomorfism daca $i numai

daca este functie injectiva.

Demonstratie. 7 <= 7 : Consideram functiile f,g: A — B, f #
gsia: B — C, «ainjectiva. Atunci exista a € A cu f (a) # g (a) si
cum « este injectiva af (a) # ag (a). Deci, a este monomorfism.

b

=—> 7 : Presupunem ca a nu este injectiva. Atunci exista
by # by in B cu a(by) = (o).

Aratam ca exista f,g cu f # g si af = ag.

Fie f : A — B, astfel incat b; € Im f.

Definim g : A — B astfel

[ F@) dack f(a) £ b
gla)= { by daci f(a)=br.

Atunci af = ag ¢i cum « este monomorfism obtinem f = g,
contradictie.

Deci « este injectiva. [

Teorema 2 Un morfism in Set este epimorfism daca si numai

daca este functie surjectiva.
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Demonstratie.

"« 7:Fiea:A— Bsi f,g: B— C functii, astfel incat
fa = ga.

Fie b € B arbitrar.

Cum « este surjectiva, exista a € A cu a (a) = b.

Din fa = ga rezulta f (a(a)) = g (a (a)), adica f(b) = g (b).

Deci, f = g.

7 = 7 : Presupunem ca « nu este surjectiva.

Atunci exista by € B cu by & o (A).

Definim f, g : B — C prin f (b) = ¢ (b), pentru orice b € B\ {bo}
si f(bo),g (by) arbitrare, dar diferite. (consider |C| > 2).

Atunci fa = ga, dar f # g, contradictie.

Deci « este surjectiva. [

1.3.2 Monomorfisme si epimorfisme in Ab

Teorema 3 Fie f € Homuy, (X,Y). f este monomorfism daca si

numai daca f este injectiv.

Demonstratie. ” <= "Imediata.
"=—". Presupunem prin reducere la absurd ca f este mono-
morfism, dar f nu este injectiv.

Obtinem diagrama
0£kerf= X V.
0

Avem fi = f0, dar i # 0.
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Teorema 4 Fie f € Homyy, (X,Y). [ este epimorfism dacad si

numai daca f este surjectiv.

Demonstratie. ” <= " Imediata.
”=". Presupunem prin reducere la absurd ca f(X) # Y.

Consideram
X -Ly=zv/ifx).
0

Avem wf =0f, dar m # 0.

1.3.3 Monomorfisme si epimorfisme in Gr

Teorema 5 Fie f : X — Y un monomorfism de grupuri. Atunci

f este injectiv.

Demonstratie. La fel ca in Ab.
[

Teorema 6 Fie f: X — Y un epimorfism de grupuri. Atunci f

este surjectiv.

Demonstratie. Fie G =S (Y/f (X) U {x}) grupul substitutiilor
multimii YV/f (X)U{*} ,unde x ¢ Y/ f (X), iar

V/f(X)={uf(X)|yeY}.

Fie 0 = (é,%) cué = f(X), 0 € G.
Fiet:Y—)G,ywyA’wy/\y/@*w*,
s:Y = G, y~oat(y)o.

s,t sunt morfisme de grupuri.
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t
Consideram diagrama X i>y =G
Verificam ca tf = sf.

—

t(f(2) () = f(x) 2

s(f(2) () = (atf () o) () =

{ (otf (x)) (%) =0 (x) = ¢, pentru z = e
otf(z)o)(Z z#e

8

s (f (2)) (+) = (atf () 0) (¥) = 0 (€) = *.
Deci, tf = sf si cum f este epi, rezulta t = s, de unde
VyeY,g=ty(e)=sy(e)=(at(y)o) () =0 () =eé

Asadar, y = é, Yy, adica y € f (X), deci f surjectiv.

1.4 Functori covarianti

Fie C si D doua categorii.
Pentru a descrie un functor covariant F' : C — D, trebuie pre-

cizate urmatoarele doua asocieri:

VX € ObC ~ F(X) e ObDsi
Vf € Home (X,Y) ~» F (f) € Homp (F (X),F (Y)).
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Altfel scris:
X — F(X)
f lF(f)
Y —=F(Y)
astfel Incat
Fl) F(lx) = 1F(X); VX € ObC
B ALy B % ¢
2
F(gof)=F(g9)oF(f).

Fie X, Y € Ob(C. Consideram

FX’y : HOIIlC (X,Y) — HOIIID (F (X),F(Y))
f~F(f).

F' se numeste functor fidel daca VX,Y, Fxy este injectiv.

F' se numeste functor deplin daca VX,Y, Fxy este surjectiv.

Exemple de functori covarianti

Exemplul 32 Functorii de uitare.

U:Gr — Set
(G,-) ~ G (Tuita” structura de grup)

st daca
f:(G,) — (H,"), atunci
Uf)=r

U este fidel, dar nu este deplin (exista functii care nu sunt mor-

fisme).
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Similar, U : R — mod — Ab (nu "witd” tot, ci doar inmultirea cu scalari).
Exemplul 33 Functorul identitate.
le:C—C
X—X
|1

Y —Y

~

le este fidel si deplin.

Exemplul 34 Fie (G,-) si (H,-) grupuri si fie categoriile asociate
Ca, Ch cu ObCq = {x}, ObCx = {A}.
Definim F : Cq — Cy astfel:

— > A

*
al f(a)
*

A
unde f: G — H este morfism de grupuri, iar a € G.

Exemplul 35 Functorul constant. Daca A € ObC, atunci func-
torul K4 : C — C se defineste astfel:

X—A

~

1a

Yy —A

K4 nu este fidel, nu este nici deplin.
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Exemplul 36 Functorul Home (A, —), unde C este categorie arbi-
trara si A € ObC.

h* = Home (A, —) : C — Set

X —— Homg (A, X)

fl jh“(f)

Y ——Hom¢ (A,Y)
hA (f) = Home (A, f) : o — foa.

h? se numeste functor Yoneda.

Exemplul 37 Functorul P : Set — Set este definit astfel:

X —= P(X)
lP(f):A%f(A)
Y ——P(Y)

~

P (X) este multimea partilor lui X .

P este un functor fidel (f # 9= P (f) # P (g)).

P nu este deplin (din g : P(X) — P (Y) nu rezulta ca |g (z)| =
1,unde x € X).

Exemplul 38 Fie A # (. Definim —4 : Gr — Gr
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unde G4 = {f | f : A — G} este un grup definit astfel

Vf,g€ G (fg)(a)=f(a)g(a),
iar u (f) = uf, unde A L5 G 5 H,

Exemplul 39

Definiti un functor de la categoria Gr la categoria Ab.

Avem doud idei de abordare a problemei.

e Daca am considera diagrama

G——=Z(G)
! Lf/Z(G)
H——~ Z(H)

remarcam ca f(Z (G)) ¢ Z (H) in general.
De exemplu, pentru G = {e,(1 2)}, H = Ss, f = 1, inclu-

ziune canonicd, Z (S3) = {e}, avem

2(e( 9}0) ({0 Do)z

Sa remarcam ca un functor pastreazd injectivitatea/ surjecti-
vitatea. (din f : A — B injectiva rezulta ca existar : B — A,
astfel incat rf =14 de unde F (r) F (f) = 1pay, adica F(f)
este injectiva. Similar pentru surjectivitate. Totodata, izo-
morfismele sunt pastrate prin functori.) Asadar aceasta abor-

dare nu este bunda.
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e O alta idee este cea de a considera grupul factor G/D (G),

care este abelian.

G——=G/D(G)
I
H——H/D (H)

unde f(zD(G)) = f (x) D (H).
[ este bine definit. Intr-adevar, D (G) = yD (G) implicd

zy~! € D(G) adicd xy™" = myeyty oy, Yy L pen-

tru anumitt 1, ..., Tk, Y1, ..., Yr din G, de unde

F@) f@)™=Ff@)f)f@) f) ..

o f () f () f (@) f ()™ Deci, f () f (y)™' € D(H).

Functorul obtinut astfel se noteaza cu Abel.

Ca ezercitiu, sa determinam Abel (S3) = S3/D (S3).

D (S3) <1S3 si D (S3) # {e} pentru ca S3 nu este abelian. Re-
zulta D (S3) = S3 sau D (S3) = {e, (1 2 3) , (1 3 2)}

Dar elementele lui D (S3) sunt toate permutari pare, pentru

cd x,y € Sy implica xyx~ry~' permutare pard.
DGCi, D (Sg) 7é Sg.

Rezulta ca

D(ss)={e.(1 2 3),(1 3 2)},
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Deci, |D (S3)] = 3 de unde |S3/D (S3)| = 2, prin urmare
S3/D (Sg) ~ ZQ adicd Abel (Sg) ~ ZQ.

1.5 Functori contravarianti

Introducem mai intai urmatoarea notiune

Duala unei categorii

Fie C o categorie. Definim C” astfel:

-ObC? =0ObC

X € ObC va fi notat gi X

-Home (XP,Y°P) = Home (Y, X)

-compunerea morfismelor :

xov L2 yor 97 gop

_ g7 0 f7 = (f o g)".

Fie F : C — D un functor covariant. Atunci F : C? — D este

7 -4y i) X Inseamna

un functor contravariant, adica pentru X SN Y,

X — F(X)
f"p[ lF(f"”)F(f)
Yo — = F(Y)
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Avem, F (1x) = 1 i

Definitia 12 A da un functor contravariant F : C — D inseamna

a asocia

— F(X)

X
h\ TF(h)
Y

—F(Y)
astfel incat:
1. F(lx) = 1F(X); VX € ObC,

2. F(fg)=F(g)F(f), VX,Y €ObCsi X LV L 7.

Observatia 5 Functorii contravarianti intorc sensul sagetilor (mor-

fismele).

Observatia 6 FEzista o corespondenta bijectiva intre clasa functo-

rilor contravariangi si clasa functorilor covariant.
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Exemple de functori contravarianti

Exemplul 40 Consideram @) : Set — Set definit astfel:

X — P(X)

|

Y ——= P(Y)

~

unde B € P(Y) ~ f~1(B) € P(X). Reamintim functorul covari-
ant P : Set — Set

X —> P(X)

|

Y ——=P(Y)
unde A € P(X) ~ f(A) € P(Y). Obiectele sunt duse la fel prin

cet doi functori.

Exemplul 41 Fie hxy = Home (—, X) : C — Set, unde X € ObC.

A——> HOHlC (A, X)

|

B —— Hom¢ (B, X)

undeawaf§iAi>Bi>X.
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1.6 Morfisme functoriale (transformari

naturale)

F
Definitia 13 Fie C = D, unde F,G sunt functori covarianti, iar
G

C,D sunt categorii.
Un morfism functorial o : F' — G se defineste astfel:
VX € ObC(, este dat ax, astfel incat
VX,Y € ObC, Vf : X = Y, urmatoarea diagrama in D este

comutativa

F(X) =~ G(X)
F (f)l LG(f)
F(Y)2>G(Y)
Definitia 14 Morfismul functorial o se numeste echivalenta nor-

mala de functori, daca VX € Ob, ax este izomorfism in D.

Compunerea morfismelor functoriale

Fie F,G, H trei functori de acelasi tip, de exemplu covarianti,

de la categoria C la categoria D si fie morfismele functoriale
F%aeLom

Definim (fa) (X) = Bxax. Verificam ca fa este morfism fuc-

torial, adica urmatoarea diagrama este comutativa:

FX) 2% g x)
F(f) H(f)
FY) 2% [g(y)
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Avem
By lay F (f)] = By [G (f) ax] = [ByG (f)] ax =

=[H (f) Bx]ax = H (f) Bxax.

Consideram acum urmatoarea diagrama de functori:

C=D—¢E,
G

F %G,

unde « este un morfism functorial.

Definim morfismul functorial:
Ha:HF — HG
VX eObC, (HF)(X)=H(F (X))
si daca X AN Y, atunci urmatoarea diagrama este comutativa

(Ho)x

H(F(X)) "% H(G(X))
H(F(f))l H(G(f))
H(F(Y) " H(G(Y))

Similar, putem considera
F
5 —
E—C la D
o

cu FE 25 GE si rezulta ca aFf este un morfism functorial.
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1.7 Teorema lui Yoneda

Teorema 7 (Lema lui Yoneda) Daci F : C — Set este un
functor covariant, A € ObC si notam cu Hom (hX, F) clasa tuturor

transformarilor naturale de la h”* la F, atunci existd o bijectie intre

F (A) gi Hom (h*, F):

¢ : Hom (', F) — F(A)

a~ag(la).

Demonstratie. Fie a € Hom (hA, F)
Consideram urmatoarea diagrama comutativa pentru orice mor-

fism u € h* (X) =C (4, X) din C :

C(A, A) 24+ F(A)
e, “>L LF
C(A, X) 2 F(X)

Rezulta ca ax (u) = (F (u)) (aa (14)) si deci, daca
a, 3 € Hom (hA, F)

sunt astfel incat a4 (14) = fa(14), atunci ax = Px pentru orice
X € Ob(, de unde o = f5.

Deci, ¢ este injectiva.

Fie acum a € F(A). Pentru orice X € Ob(, definim

B% k(X)) =C (A X) = F(X)
u ~ F(u)(a).
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Verificam ca [ sunt componentele unei transformari naturale
B 4 — F, adica dacd u: X — Y este un morfism din C, atunci

urmatoarea diagrama este comutativa:

C(A, X) e F(x)

C(A,u)l/ LF(U)
C(AY) e P(Y)

Intr-adevir, pentru orice f € C (A, X), avem:
(F(u)) (8% (f) = (F(w)) (F (f) (a)) = F (uf) (a)

si
By ((C (A, u)) (f) = By (uf) = F((uf) (a))
si deci, ultima diagrama este comutativa.
Mai mult, ¢ (8%) = 83 (14) = F(1a) (a) = 1p) (a) = a, de
unde rezulta ca ¢ este de asemenea surjectiva, deci este bijectiva.
|

Exercitii

1. Fie C categorie, A, B € Ob(C. Exista un morfism functorial
intre h* si h%? Datji o conditie pentru existents.
Solutie.
Fie a : h* — hP, h4(X) = Home (A, X).

Home (A, X) —%~ Home (B, X)
hA(f)L LhB(f)
Home (A,Y) -~ Home (B,Y)
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unde B -5 A L5 X,
Putem defini ax : f ~» fu daca Ju € Home (B, A).
In acest caz, o este un morfism functorial.

2. Daca X,Y € Ob(, asa incat Y este obiect initial in C, atunci
|Hom (hX,hY)‘ = 1.
Solutie.
Avem h*, hY : C — Set.

Conform teoremei Yoneda,

Hom (h*,n") ~ h¥ (X) = Home (Y, X).

Dacd Y este obiect initial in C, atunci [Hom (¥, hY)| = 1.

1.8 Produs de categorii

Fie C si D categorii. Definim produsul C x D astfel:
-Ob(C x D) = Ob(Cx ObD;
-Homeyp (X, YY), (X',Y")) = Home (X, X') x Homp (Y,Y”)

compunerea se face pe Componente.

(X, Y) “ vy ) (xe v

(v, 0") o (u,v) = (v'u,v'v) .

Analog se defineste produsul unei familii de categorii {C;},,.
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Observatia 7 Un functor F': C x D — £ se poate descompune in

dot functori:

F:C—€& F,:D—E.
Exemplul 42 Hom : C? x C — Set este definit astfel:
(XP)Y) ——=Home (X,Y)

(fop,g)l lHomc(f,g)
(X"P,Y") — Home (X', Y")

unde
X —25Y
1
X' Y’

X 25 Y implicd Home (f, ) (a) = gaf.
Hom este un functor, adica:

. HOIH (lxop, ]_y) = 1H0m(Xop’Y)
-Hom (fla gl) o Hom (fa g) = Hom (ffla g,g) )

unde ff" = (f'f)".

Sa remarca faptul ca Hom : CxC — Set este un functor covariant

in a doua variabila gi contravariant in prima variabila.



Capitolul 2

Produse si coproduse in

categorii

2.1 Produs direct
Fie C categorie si Ay, Ay € ObC.

Definitia 15 Tripletul (A, p1,p2) cu A € ObC este produs direct
pentru Ay, As, daca

Ay
74 f1
AL Cx
As

33
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Definitia 16 (generalizare) Fie {A;},.; € ObC. (A, (pi);e;) se

numeste produs direct daca
VX eObl, Vi : X - A, Af: X > A:pf=fi, 1 €L

Definitia 17 Spunem ca o categorie C are produse (finite) daca

orice familie (finita) de obiecte din C are produs in C.

Produsul direct al familiei {A;};c; se noteaza cu []A;.
iel
Daca I = {1,2,...n} notam cu A; X Ay X ... x A, produsul

direct al familiei {Ai};cq10 -
Exercitii

1. Categoria Set are produse directe.

Solutie. Fie [[A4; = {f L= JA | Viel, f(i) e Al},
iel i€l
unde Vj Ela pj: l_IIAi%Ajapj (f) :f(j)
1€
il

Atunci, (HAi, {pite I) este produs direct al familiei {A;}

i€l

2. Categoria corpurilor C nu are produse directe.

Solutie. K nu are produse directe deoarece un produs direct

de corpuri nu este domeniu de integritate, deci nu este corp.
Sau:

Presupunem ca 3Z, x Z3 produs direct in K.
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Din py f = 1z, rezulta p; surjectiv, dar p; este si injectiv, fiind

morfism de corpuri, deci p; este un izomorfism.
Asadar, Zo X Zg ~ Zs.
Similar, Zo x Zg ~ Zs, fals.

3. Categoria Ab (a Z — mod) este cu produse directe.

4. Categoria Ab a grupurilor abeliene finit generate nu are pro-
duse directe pentru familii infinite (nu mai sunt finit gene-

rate).

5. Categoria grupurilor ciclice nu are produse directe.
Solutie. Z,, X Zy, ~ Zpyy <= (n,m) = 1.

Zo X 74 nu este ciclic. |

2.2 Notiunea duala. Coprodus
Fie {4;},.,; o familie de obiecte din categoria C.

Definitia 18 Perechea (S, {qi}iel), unde S € Ob(C, ¢; : A; — S,
Vi € I, este coprodus pentru {A;},.;, daca:
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VX € ObC, Vfi: A —» X, 3f:S = X, fg,=Ff, Viel.

Definitia 19 Spunem ca o categorie C are coproduse (finite)

daca orice familie (finita) de obiecte din C are coprodus in C.

Coprodusul familiei de obiecte {A; };e; intr-o categorie C se no-
teaza cu @A; sau cu | | A;.

i€l i€l

Exemplul 43 In Ab, coprodusul familiei {A;}icr este :

DA; = {(ai);c; | @ =0, cu exceptia unui numdr finit de componente}

el
PA; < [[A:, cu egalitate pentru I finitd;
i€l i€l

Exemplul 44 In R —mod, 3IPA,, I[JA: si PA; < [JA..

iel icl iel iel
Exemplul 45 Coprodus in Set.

Consideram S = |JA; x {i} reuniunea disjuncta,
i€l

a; ~> (CLZ‘, Z)

Existenta si unicitatea lui f rezulta din echivalenta

f(ai,9)) = fi (@) <= fqi=fi,Viel.
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Exemplul 46 Daca (A, <) este o multime partial ordonatd, con-
sideratd ca o categorie in care obiectele sunt elementele lui A si

pentru a,a’ € A,

(a,a")  dacaa<d

Hom (a,a) =1 4 altfel

atunci produsul a doua obiecte este infimul lor, iar coprodusul este

supremul lor, daca exista.

Solutie. Intr-adevir, produsul familiei {a;},c; are proprietatile:
p < a; si pentru orice p’ < a;, Vi € I rezulta p’ < p.
Agadar o familie de elemente din A are produs daca si numai
daca are infimum si are coprodus daca si numai daca are supremum.
Deci, o multime ordonata are produse daca si numai daca are

coproduse daca si numai daca este o latice completa. [

Urmatoarea teorema prezinta o situatie in care o categorie nu

are nici produse, nici coproduse finite.

Teorema 8 Fie C o categorie, in care orice morfism este mono-
morfism si astfel incat exista doud morfisme distincte cu aceeasi

sursa §i aceeasi cosursa. Atunci:

i) C nu are produse finite;
i1) C nu are coproduse finite;

it1) Categoria Field nu are nici produse, nici coproduse finite.
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Demonstratie.

i)

ii)

Fief gi g morfisme distincte in categoria C, cu domeniul A si

codomeniul B.

Presupunem prin reducere la absurd ca exista produsul

(A X BapAapB)

si consideram morfismele 14 : A — A, f: A — B.

Atunci exista un unic morfism h : A — Ax B, incat 14 = pah
si f = pph.
Similar, pentru morfismele 14 gi ¢, exista un unic morfism

k:A— Ax Bincat 14 = pak §i g = ppk.
Intrucat toate morfismele sunt monomorfisme, din
1o =pah = pak

obtinem h = k, de unde f = pgh = pgk = g, contradictie.

Presupunem ca exista coprodusul A| |B. De aici rezulta ca

exista morfismele h, k, incat

la = hqa, [ =hagp, 1a=kqa, 9= kqs,
unde g4 : A — A||B si qg : B — A| |B sunt morfismele din
defintia coprodusului.

Atunci h este o retractie care fiind si monomorfism este un

izomorfism.
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Rezulta g4 izomorfism, deci si epimorfism, de unde h = k,

adica f = g, contradictie.

iii) In Field orice morfism este monomorfism si exista doua mor-
fisme distincte cu acelagi domeniu si acelagi codomeniu
uv:C—>Cu(z)=2v(z) =%

Deci Field nu are produse si coproduse finite.

Sume directe in Gr

Suma directa de grupuri

PG = {f I — UG | fi) # 1} nu este coprodus in Gr,
icl i€l
dupa cum se observa din urmatorul exemplu.

Coprodusul in Gr este produsul liber de grupuri.

Exemplul 47 Consideram diagrama

S3
i1 f1
3
S@®Ls---"--- =8,
k f2
Loy

unde
¢ iy (0) = (0,0), Vo € S;

e iy (n) = (e,n),unde € este permutarea identica din Ss.
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e Orice permutare o din Ss este dusa prin fi in permutarea o
din Sy, pentru care o1(i) = o(i), Vi€ {1,2,3}, o1(4) = 4.

o £,(0) =¢, fo(1) este transpozitia (1 4).

Presupunem ca Ss@7Zy este coprodus in categoria Gr.
Atunci A f + S3 X Zoy — Sy astfel incat fi; = fi1 si fio = fo.

(1 2 3>:f1<1 2 3>:fi1(1 2 3>:
:f<(1 2 3>,O>€Imf
(1 4)=r () =fir (1) = f (1) € Tm f

Am notat cu (1 2 3) ciclul de lungime 3, vazut ca element al lui Ss
st al lut Sy.

Deci, 84 = <(1 2 3) , (1 4)> <Imf <84, de unde

Im f =8, si deci |Im f| = 24.

Dar, |S3Zs| = 12 = |Im f| < 12, contradictie.

Deci, Ss@PZo nu este coprodus in categoria Gr.

2.3 Unicitatea produsului direct. Uni-

citatea coprodusului

Teorema 9 Fie Ay, Ay € ObC. Daca (A, p1,p2) si (A, p1,p2) sunt
produse directe pentru Ay si Ay in C, atunci A ~ A’.

Demonstratie. Folosim aga-numita tehnica a ”vanatoarii de
diagrame”.

Consideram diagramele
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Ay
7 Pl
A2y
k« Ph
Ay
Cupif:p{h 1= 172 §1
Ay

A
cuplg=mp;,i=1,2.
4 = Vi ) = 172
Atunci © (f9) p. ! de unde fg =14.
pilA =Pi, = ]-72
Analog, gf = 14. Deci A ~ A’ [ |

Similar cu cazul finit, se arata ca

Teorema 10 Daca o categorie are produse, atunci acestea sunt

unice, panda la un izomorfism.

Teorema 11 Daca o categorie are coproduse, atunci acestea sunt

unice, pana la un izomorfism.
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2.4 Familie monomorfica. Familie epi-
morfica
Fie {fi},c; familie de morfisme in categoria C, X N Y,Viel.

Definitia 20 Familia {f;} este o familie monomorfica daca
(fiu= fiv, Viel) = u=n.

Definitia 21 Familia {f;} este o familie epimorfica daca
(ufi=vfi, Viel) = u=n.

Teorema 12 Dacd (A, p1,pe2) este produs direct in C pentru Ay si

As, atunci {p1,p2} este o familie monomorfica.

Demonstratie. Consideram egalitatile pju = piv, pou = pov

si construim urmatoarea diagrama

A

1
74 Wqﬁv
Ju
- X

A<—-—-='—— -

A A—pw

As

Tripletul (A, p1, ps) este produs direct, deci u = v.
Asadar, {p;,p2} este o familie monomorfica.
|

Teorema 13 Daca (S, q1,q2) este coprodus in C pentru Ay §i As,

atunci {q1,q2} este o familie epimorfica.
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Teorema 14 Daca o categorie C are obiecte zero si produse di-
recte, atunci morfismele p; din definitia produsului direct sunt epi-

morfisme.

Demonstratie. Consideram diagrama

unde 9;; se poate defini, pentru ca exista obiecte zero.

0ii = 14,
0ij = 04,4, 1 # J-

Din p;f = 14,( pentru ¢ = j) rezulta ca p; este un epimorfism.
|

Teorema 15 Daca o categorie C are obiecte zero si coproduse,

atunci morfismele q; din definitia coprodusului sunt monomorfisme.

2.5 Produs direct in categoria C/ X, unde
X € ObC

Consideram categoria C/X, ale carei obiecte au forma

{(A,a)]A#X}.
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Morfismele acestei categorii au forma : (4, ) == (B, 3), unde

La = .

ZN

Observatia 8 Putem defini un functor covariant F' : C/X — C,
astfel

B X

(B>ﬁ)_>B

Produs direct in C/X a doua obiecte
Fie (A1, 1), (A, a0) € ObC/X. Atunci (P, p) impreuna cu

(P7 90) & (Ahal)
(P7 90) & (A27a2>

este produsul lor direct daca:

B) 5 (A, an) _ _
v (B.5) e, (g, ) a.l. Y = agtpg =1,
01 =

Y :B— P,y (B,3) = (P, ) astfel incat
2t) = 1a.
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Obtinem diagrama

B 1

=
9

PLAl

ltpz Jon

AQLX

P2

Produsul direct a doua obiecte in C/X ne conduce la notiunea

de produs fibrat al unei diagrame colt in categoria C.

Duala categoriei C/X este notata X/C si se definegte astfel:

ObX/C = {(A,a) X A}
Hom X/C ={(A,a),(B,B)} ={p: A— B|pa=p}.

N

Coprodusul a doua obiecte din categoria X /C ne conduce la

X B

notiunea de suma fibrata in categoria C.
Notiunile de produs fibrat si de suma fibrata fac obiectul de

studiu al capitolului urmator.



Capitolul 3

Produse si sume fibrate

3.1 Produs fibrat

Definitia 22 Consideram diagrama colt:

A

|

AQLX

Spunem ca (P, p1,p2) este produs fibrat al diagramei colf de mai

sus, daca

V (B, 1,12) cu agihy = agthe, Y 1 B — P astfel incat

Obtinem diagrama

46
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B 1

I
,_A

Pi)Al

l@z Jen

AQi}X

2

Definitia 23 Spunem ca patratul comutativ

PL)Al

l@z Jen

AQLX

este cartezian daca acesta reprezinta un produs fibrat, adica daca

(P, 1, p2) este produs fibrat pentru (aq, ao).
Definitia 24 Spunem ca o categorie C are produse fibrate daca
orice diagrama colt, de tipul (o, ), are produs fibrat.

Exemple de produse fibrate

Exemplul 48 Set are produse fibrate.

Solutie. Consideram o diagramd colf (o, ) ca in definifia de

mai sus. Fie mulfimea
P = {(al,ag) € Al X A2 ‘ aq (al) = O (CLQ)}

§1 p1, pe proiectiile canonice p; : Ay X Ay — A;, i =1,2.
Avem oy (a1) = aip; (a1, a2) si oz (az) = asps (a1, a2), de unde

rezulta ca ayp; = aops. Urmarim diagrama de mai sus.
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Date 1 si Wy astfel incat a1y = ani)y, definim ¢ : B — P,
¥ (b) = (Y1 (b),¥2 (b))

Din oy (11 (b)) = g (1o (b)) rezulta catp (b) = (w1 (b), 12 (b)) €
P. In plus, p1 = 1 si patp = 1hs.

Verificam acum unicitatea lui ).

Presupunem cd (b) = (a (b), 3 (b)), a(b) € Ay, B(b) € Ay este

_ b) = b -
astfel incat p;y = ;. Obtinem o (b) = ¢ (b) de unde 1 = 1.
B(b) =2 (b),
Deci (P, p1,ps) este produs fibrat in Set al diagramei colf (aq, ag).
|

Exemplul 49 Ab are produse fibrate.

Solutie. Consideram diagrama:

P p1 .
pQL lal
A4

Fie A; x Ay € Ob Ab,
P = {(al,ag) < Al X A2 ‘ aq (al) = Oy ((12)} .

P este subgrup al lui A; x Ay, deci P € ObAb.
Din (a1, a9), (a},a)) € Prezulta (a; — a),as — a)) € P. Asadar,

(P, @1, p2) este produs fibrat al diagramei colt (o, ). |

Exemplul 50 Categoria Cq, unde G este un grup, are produse fi-

brate.
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Solutie. Avem

Fie diagrama

cu ay,as € G.
Produsul fibrat este (*, a;t, a;l), adica by = aj', by = ay".

Intr-adevar, daca aic; = asce, atunci aratam ca da € G, Incat
biOé = (4, 1= 1,2

Consider o« = bl_lcl = a1 = 9Cy. Avem byar = boascy =

a;chQCQ = Co. [ |

3.2 Suma fibrata (notiunea duala)

Definitia 25 Consideram diagrama in categoria C

X —= 4

-7

A2 »2 A P1
N
N

AN
3

v B
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Tripletul (A, ¢1,p2) este sumd fibratd pentru diagrama colt

(a1, ), daca pentru orice triplet (B, 11, 19) astfel incat

Y1 =Py

wlal = 1/)2@2, E“lp : A — B incat
Yipg = s

Definitia 26 Spunem ca patratul comutativ

XLAl

bl

Ay —22 5 A

este cocartezian daca acesta reprezinta o suma fibrata, adica daca

(A, @1, p2) este suma fibrata pentru (aq, as).

Definitia 27 Spunem ca o categorie C are sume fibrate daca

orice diagrama colt, de tipul (o, ), are sumd fibrata.
Exemple de sume fibrate

Exemplul 51 Set are sume fibrate.

Solutie. Consideram urmatoarea diagrama colf;:

AT A,
fzj
A,

[e]
si notam cu A; U Ay reuniunea disjuncta

AU Ay = ({1} x A1) U ({2} x A).
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Definim urmatoarea relatie p pe A; ¥ As:

Ji (a) =

2 (CL) = as.

(L,a1) p(2,a2) <= Ja€ A: {

p este cea mai mica echivalenta ce contine p.

Fie Q = (4,04) /p,

q1 . Al — Q
a1~ (1,a1) Obtinem ¢1 f1 (a) = (1,a1) = (2,a2) = g2.f2 (a) -
g Ay — Q

as ~ (2,az) .

Rezulta ¢, f1 (a) = qa2.f2 (a) pentru orice a € A. Obtinem urmatoarea

diagrama:
ATAI
lfz qu
A, 2 q
Q.
AN
/ Jy \\
Q/
Fie q; : Ay — @', ¢, : Ay — Q' astfel incat ¢| fi = ¢} fo.
Definim
7:Q = Q
' (a 1=1
(7;7 ai) ~ q} ( 1) .
¢ (az) 1=2.

Au loc urmatoarele afirmatii:

1. ~y este bine definit (nu depinde de reprezentanti), pentru ca

q.f1 (a) = ¢4 f2 (a);
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9. { yho=4qy:  (vq1) (a1) =v(1,a1) = ¢ (a1)
192 =0 (1g2) (a2) = 7(2,a2) = g3 (a2) -

de unde vy = ~'.

{ Y (La) = @y'q () = ¢ (@) = (1, 1)
v(2,a2) = v(2,as),

Prin urmare, (Q,qi,q2) este suma fibrata pentru diagrama colt

(f1, f2)-
|

Exemplul 52 Gr este cu sume fibrate.

Solutie. Consideram diagrama colt,

a5,
le
Go

si G1 * G5 produsul liber al lui Gy si Gs.

Atunci Vo € G1 x G5, v # 1, x se scrie unic sub forma
r=2x1...7Tk, .ﬁEiEGlUGQ, .’L'Z?él, VZEL_k

si oricare doi factori consecutivi nu apartin aceluiagi grup (se numeste

descompunere redusa a lui ).

Fie N <Gy xGo, N = ({f1 (y) f2(y") | y € G}), unde

fi(y) € Gy, f2(y ') € Gy, deci fi(y) f2(y™') € Gy *Ga.
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G — Q@

Fie @ = G1*G2/N sipentrui € {1,2}, g; este proiectia €
T; ~ ;N

Consideram diagrama

a1

b

GQLQ

Din f; () N = f1 () N (vezi definitia lui N) rezulta ca q; f1 = ¢ fo.

G —>f1 Gy
lf2 q l
Gy q2 0 q;

AN
AN
AN
@ U
Q/

Fie acum ¢} : G1 — @', ¢, : Go — Q" astfel incat ¢} f1 = ¢b fo.
Definim ~ : Q — Q' astfel:

v(N) = q(z).. q(xx),

cu o
QIZG1UG2—>Q,
—/ q/ Z;), xleG
q(x’L)_{ 1( ) 1

¢ (x;), z; € Gs.

Se arata ca:

1. v nu depinde de reprezentanti;

2. vq; =q., 1 € {1,2};
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3. unicitatea lui 7.

Deci (@, g1, q2) este suma fibrata pentru diagrama colt (fi, f2). W

Exercitii

1. Fie C o categorie, urmatoarea diagrama colt,

Ay
AQLA

si (P, [y, P2) produs fibrat pentru aceasta. Atunci {f, B2}

este o familie monomorfica.

Solutie. Avem diagrama:

/

X B171
AN

B

B2 P Al
52L lal
A, 2.4
Sa aratam ca
Bivi = Bz
' = 71 = Vo
Bay1 = Baye

Din a161v1 = a18172 = asfsys si din definitia produsului
fibrat rezulta v, = 7s. |
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2. Daca (P, (1, 52) este produs fibrat pentru (g, as) §i oy este

monomorfism, rezulta ca By este monomorfism.

Solutie. Consideram diagrama

7 B

Y2

Aratam ca

Bay1 = Paya = 11 = Yo

B
szi
P o A
ﬂ2l lal
Ay 2.4

Avem asfByy1 = afaye, anffiyi = a1fiy2 si o este mono-

morfism, de unde rezulta ca

i cum {1, B2} este o familie monomorfica,

B = Bi72
Bay1 = P22
obtinem ~y; = 7.
|
3. Unicitatea pana la un izomorfism a produsului fibrat gi uni-
citatea pana la un izomorfism a sumei fibrate.

Solutie. Folosim tehnica ”vanatoarii de diagrame” sau echivalenta:

(P, 1, B2) produs fibrat al lui {ay,an} <= (P, 1, f2) obiect



Produse si sume fibrate 56

final al categoriei Cq, q,, definita astfel:

ObCay oy = {(P',ﬂg,ﬁ;) | PP e ObC, P 5 Ay a0 = @25;}
(681, B5 fac diagrama colt (g, as) comutativa)
r 1" By o
(P/7617Bé) L> (P”, i/, é/) dacs P, — P —> Az Sl
Bi - 52/% (S {1’ 2}'

Produsul de morfisme din C,, o, este produsul din C.

Similar se rationeaza pentru suma fibrata. [

4. Daca (P, 1, B2) este produs fibrat al lui (aq, as) i (Asg, g, B3)
este produs fibrat al lui (as, ay), atunci (P, 1, 8302) este pro-

dus fibrat al lui (azaq, ay).

p B2 AQ B3 B

A=A 20
Solutie. Din comutativitatea patratelor, avem

(043041) B = azafBy = oy (5352) .

Rezulta ca dreptunghiul este comutativ.
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N B4

P24, 2R

Ik

A= A-2s0

Fie ag (a1 5]) = ayfh. Din faptul ca patratul din dreapta este

/
= a0
produs fibrat, rezultd ca 3§ : P' — A, : a1y = oy

B = Ps0.
Folosim acum ca patratul stang este produs fibrat si obtinem
[
cadly: P — P: b= by
0 = Bay.

Deci,
81 = By
By = (Bs52) -

Aratam acum unicitatea lui 7.

Presupunem ca

By = B

P = P:
{ (B362) v = (B352) '

de unde ay 51y = a1 817, adica (ag52) v = (o fB2) . Obtinem
s (B2y) = ag(B2'), dar B3 (Bay) = Bs(B2y), iar {ag, B3}

este familie monomorfica, de unde oy = (2.
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Cum By = 517 §i {1, P2} este familie monomorfica, rezulta

Exercitii propuse
1. Sa se arate ca urmatoarele diagrame sunt carteziene in Set :

(a) Pentru AC C, B CC,

A

NB——-
B

(b) Pentru f: B— C i ACC,

Q="

f'(A)—B
f/fl(A)l f
A% (¢

2. Daca F' este obiect final, atunci urmatoarele afirmatii sunt

echivalente:

(a) urmatoarea diagrama este carteziana:
P
Psl
B

(b) (P,pa,pp) este produsul lui A si B.

pba

_—
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2 . . f o . .
3. In orice categorie A —— B este monomorfism daca gi numai

daca diagrama

1
_A>A

N

f
. B

14

S

o

este carteziana.

4. Pentru A -5 B morfism si C' obiect dintr-o categorie, urmatoarea

diagrama este carteziana.

Ax (O™ s A
lecl lf
BxCX2+B



Capitolul 4

Egalizatori si coegalizatori

4.1 FEgalizatori
Fie C o categorie.

Definitia 28 Perechea (K, o) se numeste egalizator pentru (f, g)

daca:
K Z X ! Y
A g
| h
T
1. fo=go;

2.YT € ObC,Vh:T — X astfel incat fh = gh, 3u: ou = h.

Definitia 29 Spunem ca o categorie are egalizatori daca orice
pereche de morfisme (f,g), cu aceeasi sursd $i aceeasi cosursa, are

egalizator.

Teorema 16 o este un monomorfism.

60
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Intr-adevar, daca ou; = ous, atunci din definitie rezulta u; = uo.

Teorema 17 Fie C o categorie cu produse finite. Atunci C are

egalizatori daca $i numai daca C are produse fibrate.

7

Demonstratie. 7 =—> 7 Consideram diagrama colt;:

Y
lg
x1.z

Sa aratam ca aceasta are produs fibrat.

K
Xxy2Z .y
o
x—1 .7

Perechea (K, o) este egalizator pentru (fp, gp2), asadar

fpio = gpso.

Fie T si u, v astfel incat fu = gv.
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Din (X x Y, p1,p2) produs direct rezulta ca Jw : T'— X x Y,

astfel incat

i =1 deci fprw = gpaw.
2w =,
X
>N
XxY=<-2%2___T
K /
Y
f
K A Y
A gp2
|3%7
|
T

Din (K, o) egalizator pentru (fpy, gpe) rezulta ca 3y : T — K,

astfel incat
oy =w. (1)

Verificam ca pooy = v i p1oy = u.

@ _
P10y = 1w =1u

@ _
P20 = p2w = V.

7 este unic pentru ca {p10, pec} este o familie monomorfica.

2

<= 7 Aratam ca C are egalizatori.
Fie
X=Y

g

si consideram produsul direct (X X Y, pi, ps).
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Fie acum diagrama colt;:

Y

u

X—=Y XY

unde morfismele u si v se obtin astfel:

Y
>\
Y xY<-2“___y
k‘\ A
Y
Y
27 N
Y xY-<-"___X
R %
Y
cu
pv=f
{ (2)
p2v =g

Din p;u = 1y rezulta v monomorfism. Completez diagrama colt

A
N
X

la un produs fibrat.
q2

)~<

u

Y

X <=

L Ve

Rezulta ugs = vq;.
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Aratam ca (A, ¢1) este egalizator pentru

Din (2) avem:

fa = pivgr = pruge = @ .
deci fq1 = gqi.

gq1 = pP2vq1 = Pauqgs = (g2,

Fie acum diagrama

A o X ! Y
A g
v 1
A
cu fh = gh.
Consideram
Y
XY

si aratam ca ufh = vh.

Folosim faptul ca {p;,p2} este o familie monomorfica:

{pl(ufh):fh:(plv)thl(vh) de unde ufh = vh.
p2 (uf

(ufh) = fh = gh = ps (vh),
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Unicitatea lui w.
Presupunem ca qw = quw’ = h.

Aratam ca gw’ = fh. inmul‘gim la stanga cu v gi obtinem:

vgpw = vqw'

ugaw = ugaw’ §i cum u este monomorfism, rezulta gw = gw’.

Asadar, fh = guw’, caci gw = fh.
Deci, daca w' este astfel incat g;w’ = h, atunci gow’ = fh si din
unicitatea lui w de la produsul fibrat, rezulta ca w este unic.

Asadar, (f,g) are egalizator. |

Exemple de egalizatori

1. Set are egalizatori.

Solutie. Fief,g: X »Ysifie K ={re X | f(x)=g(x)}.

Kt o x—y
A 9
IHM/
|
T
Avem
fi=gi
fu=gu=u(zr) e K, Vx € T.
Definim w () = u (t) si obtinem iw = w. [

2. Gr are egalizatori.
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Solutie. Fie f,h: G — H morfisme de grupuri si
K={geG|f(9)=n(g}.

Avem ca K # () deoarece eg € K.

Mai mult, K este subgrup al lui G : g1, g € K implica

Flortg2) = f(g) ™" flg2) =h(g) " hlge) =h(g7'gs).

adica g, 'gs € K.

Daca u : K — G este morfismul incluziune, atunci fu = gu.
Fie v/ : K/ — G morfism de grupuri, incat fu' = gu'.

Atunci fu' (k') = gu’ (k') deci v’ (K') este subgrup al lui K.
Considerand i : v/ (K') — G morfismul incluziune si restrictia

@ K' — o (K') alui v la codomeniu, avem u' = u (i@).

Ko v g—

A g
i@/
[ u’

K/

H

3. Top are egalizatori.
Solutie.

Egalizatorul unei perechi de functii continue se obtine inzestrand
cu topologia indusa egalizatorul din Set, corespunzator functiilor

intre multimile suport. [ ]
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4.2 Coegalizatori

Fie C o categorie. Notiunea duala celei de egalizator este cea de

coegalizator.

Definitia 30 Perechea (7, Q) se numeste coegalizator pentru (f, g)

daca:
f
X Y ul Q
g -
lu e
g4
1. nf =mg;

2.¥S € O0bC,Vu:Y — S astfel incat uf = ug, 3u: ur = u.

Definitia 31 Spunem ca o categorie are coegalizatori daca orice
pereche de morfisme (f,g), cu aceeasi sursd $i aceeagi cosursa, are

coegalizator.

Urmatoarele rezultate referitoare la coegalizatori se obtin prin
dualitate din cele referitoare la egalizatori sau direct, printr-un

rationament similar.

Teorema 18 7 este un epimorfism.

Teorema 19 Fie C o categorie cu coproduse finite. Atunci C are

coegalizatori daca si numai daca C are sume fibrate.
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Exemple de coegalizatori

1. Set are coegalizatori.

Solutie. Consideram

X

unde R este cea mai mica relatie de echivalenta ce contine
{(f(2),g(z) |z e X}

Avem succesiunea de implicatii:
uf =ug = (f(z),9(x)) € keru, Vo € X = R C keru.

Definim @ : Y /R — S, u(y) = u(y).
@ este bine definiti. Intr-adevir,

N N RCkeru
=0 = Ry = u(yp)=u(y2).

2. Gr ¢i Ab au coegalizatori.

Solutie. Fie f,g: Gy — G i fie

Gy — Go/({f(x) g7 (z) | x € G1}).
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Consideram aceeasi echivalenta R ca in exemplul anterior.
nf(z) =mg(z) pentru ca f (z) Rg(z).

Restul verificarilor sunt similare cu cele de mai sus.

In Ab:

<{f(x)g_1 (x) |z € G1}> devine Im (f — g) .

3. Top are coegalizatori

Solutie. Coegalizatorul se obtine inzestrand coegalizatorul

corespunzator din Set cu topologia cat. |

4.3 Nuclee

Fie C o categorie cu obiecte zero. Atunci VA, B € Ob(C, 3045 2t

?}B
A

Definitia 32 Fie A —%+ B in categoria C. Perechea (K,0) se

numeste nuclew pentru ¢ daca:




Egalizatori si coegalizatori 70

1. po = 0;
2. VX € ObC astfel incat pu =0 = Jlv: X — K cu ov = u.

Propozitia 2 Daca perechea (K, o) este nucleu pentru o, atunci

o monomorfism.

X
u2
oul
ul f
KZ--"--%A B
intr—adevér, din ou; = ouy si din definitia nucleului rezulta

Uy = usy.

Observatia 9 Daca nucleul exista, atunci este unic, pana la izo-

morfism (folosim tehnica "vandtoarii de diagrame”).

Definitia 33 Spunem ca o categorie C cu obiecte zero are nuclee

daca orice morfism din C are nucleu.

Observatia 10 Intr-o categorie C cu obiecte zero, nucleul unui

morfism f: A — B este egalizatorul perechii (f,04p).
Exemplul 53 Categoria Set. are nuclee.

Solutie. Avem ObSet. = {(4,a) | a € A}, obiectele nule au

forma ({a},a). Morfismele au forma:

(A,a) -5 (B,b)

)
a~b
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iar un morfism nul:

(4, a)

——

({6},0)

(B,b)

duce toate elementele lui A in b.

Sa determinam nucleul unui morfism f.

(X, z)

ik

(K, %) —%~(A,a) —L—~(B,b)

Fie

xe f7(b)

Cum « incluziunea, rezulta ca putem considera * = a.

{K:fl(b)cA

Avem
fa(k)=f(k) =0, Vke K, adica fa =0.

Daca fu =0 atunci u (z) C f~'(b) = K.
Definim @ (x) = u (z). |

Observatia 11 In Gr, Ab, R —mod, obiectul zero este 0 si atunci:

ker f = f1(0) > A5 B
={a€ Al f(a)=0}.

Morfismele zero sunt morfisme nule.
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Exemplul 54 Ezemplu de momomorfism, care nu este nucleu.

Solutie. Fie i : N — Z incluziunea canonica in categoria mo-
noizilor. Daca (N,4) ar fi nucleu pentru un morfism « : Z — M,
atunci ai = 0 adicd a(n) = 0 pentru orice n € N, de unde
a(—n) =—a(n) =0.

Deci ker a = Z si nu N, o contradictie.

4.4 Conuclee

Notiunea duala celei de nucleu este cea de conucleu, in categorii cu

obiecte zero. Fie C o categorie cu obiecte zero.

Definitia 34 Perechea (C,u) este conucleu pentru ¢ daca:

A—% B *» (O

1. up =0;

2.VX e ObC, v: B — X astfel incatvp =0=—= 3w : C - X

CuU wWu = .

Similar ca la nuclee, au loc urmatoarele rezultate:

Teorema 20 Daca perechea (C,u) este conucleu pentru ¢, atunci

u este epimorfism.

Teorema 21 Daca conucleul exista, atunci este unic, pana la izo-

morfism.
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Definitia 35 Spunem ca o categorie C cu obiecte zero are conu-

clee daca orice morfism din C are conucleu.

Observatia 12 Intr-o categorie C cu obiecte zero, conucleul unui

morfism f: A — B este coegalizatorul perechii (f,04p).
Exemplul 55 Exemplu de epimorfism care nu este conucleu.

Solutie. In categoria monoizilor, morfismul 7 : N — 7Z este
epimorfism, dar nu este conucleu.
intr—adevér, daca u,v : Z — M sunt astfel incat ui = vi, atunci
u(n) =v(n),¥n € N, de unde u(—n) = v(—n), adica u = v.
Presupunand ca (Z,i) = cokera, unde o : M — Z, obtinem
1 = 0, adica o = 0 pentru care conucleul este N, contradictie.
|

Exemplul 56 Ab are conuclee.

Solutie. Consideram diagrama:

A ‘ B " -~ B/Imy
ju ///HTU)/
X/c

Din up = 0 rezulta ker 7 = Im ¢ C ker u. Definim
w(b+ Imgp) = u(b),

care este morfism bine definit in Ab si satisface conditiile cerute. B
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Exemplul 57 Set. are conuclee.

Solutie. Fie diagrama:

(4, a) (B,b) — (B/p, )
lw /
(C,c)
de bi ob bl :bQ Sau
WA T b e £(A).

Obtinem clasele de echivalenta f (A) ,l;;, . ,l;;, -

cuby,..., by, ... elemente distincte din B — f (A).

Consideram * = f (A). Observam ca au loc implicatiile

T (b) =% = b= = bpf (z), Vz € A.

Din ¢ f = 0 rezulta ¥ f (x) = ¢, Vo € A deci f(A) C ¥~ ().

Definim n (%) = ¢ 5i V' € B— f (A), n(l?) =1 (V). Functia este
bine definité, deoarece b = {b'}. |

Exemplul 58 Gr are conuclee.

Solutie. Fie f : G — G’ morfism de grupuri si N = (Im f)
inchiderea normala a imaginii lui f in G'.

Atunci (py, G'/N) este conucleul lui f, unde py : G' — G/N'.

[

4.5 Tipuri importante de categorii

In aplicatiile categoriilor, de exemplu in algebra omologica, a aparut
necesitatea introducerii unor conditii suplimentare, obtinand astfel

diverse tipuri de categorii.
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Prezentam aici definitiile celor mai importante tipuri de catego-

rii, iIn care apar notiunile prezentate pana in acest capitol.

O categorie C se numeste

1. preaditiva daca:

e are obiecte zero si

e VXY € Ob C, C(X,Y) este grup abelian, astfel incat
Vg, f1, fo Incat sa se poata face compunerea, are loc pro-

prietatea de distributivitate:

g(fi+ fo) =gfi + gfe

2. aditiva daca:

e este preaditiva si

e are produse directe si coproduse.
3. preabeliana daca:

e cste aditiva si

e orice morfism din C are nucleu si conucleu.
4. abeliana daca:

e este preabeliana;

e orice epimorfism defineste un conucleu al nucleului sau:
dacd K —=5 X are conucleu pe X —= Q

atunci (K, o) este nucleu pentru 7.
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e orice monomorfism defineste un nucleu al conucleului
sau;
e orice morfism se descompune intr-un monomorfism i un

epimorfism.

Teorema 22 (Gréthendieck) Daca C este o categorie abeliand
si I este o categorie micd, atunci categoria functorilor (Z,C) de la

I la C este o categorie abeliand.

Sa remarcam ca in categoria functorilor de la C la D, unde

categoria C este o categorie mica, avem:

Hom (F,G) < [ (F(X),G(X))

subclass XeObl
a € Hom (F, G) este un morfism functorial, a = (ax)ycope -

Deoarece C este o categorie mica, [[ (F (X),G (X)) e multime,
X€eobe
deci Hom (F, G) este o multime.

Teorema 23 (Mitchell, Freyd) Orice categorie abeliand mica T

se scufunda intr-o categorie de module, adica:
dR inel comutativ unitar st AF : T — R — Mod

functor exact (pastreaza sirurile exacte), fidel, deplin.
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Limite si colimite

5.1 Limita

Una dintre notiunile de baza din teoria categorillor este cea de
limita, notiune ce cuprinde notiunile de produs direct, egalizator,
produs fibrat.
Definitia 36 Consideram F' : Z — C functor covariant, Z o cate-
gorie mica.
Perechea (K, (Ui)ieI) este limita pentru F, unde K € ObC si
o : kg — F morfism functorial, o;: K — F (i), 1 €Z

daca:

1. pentru orice i —» j, diagrama

K i F(i)

comutativa si

77
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2. are loc proprietatea de universalitate : V (K’, (0’2,-)2-61) astfel

incat I (u) o; = o, 3y : K' — K incdt diagrama

comutativa.

Propozitia 3 Dacd perechea (K, (0;),c7) este o limitd pentru func-
torul F', atunci ea este unica pand la izomorfism si (0;),.; este o

familie monomorfica.

5.2 Cazuri particulare

Cagzurile particulare importante de limite sunt: produse directe,

produse fibrate, egalizatori, nuclee, limite inverse.

5.2.1 Egalizatori
Consideram
ObZ = {i,j}
Hom (4, j) = {u,v}
Fie 0 : kx — F un morfism functorial, unde K € Ob(_,

F :7 — C un functor covariant si diagrama:
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Rezulta ca F (u) o; = F (v) 0; = 0.

Deci,

Cu alte cuvinte, obtinem definitia egalizatorului pentru (F'(u), F'(v)).

5.2.2 Produse directe

Fie multimea Z # () si T categoria discretd asociata, adica:

ObZ =1
singurele morfisme sunt identitatile.

Fie

F:ZT—C,KeObC
o : kg — F morfism functorial

K25 F@i), icT.

Consideram (K’, (0}),.7) , unde ¢’ morfism functorial si fie dia-

grama:

In acerst caz, notiunea de limita ne conduce la notiunea de

produs direct.
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5.2.3 Produse fibrate

Fie Z categorie. Pentru o multime ordonata (Z, <),
1 < kdacai — k.
Consideram
F:T—Ci<k, j<k; KeObC

o : kx — F un morfism functorial

si diagramele comutative:

K
)
K

93

K ——F(j)
o j F(v)
F(u
F(i) 2L p(r)
este comutativa.
Pentru alt morfism functorial ¢’ obtinem un alt patrat comuta-

tiv.
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Remarcam astfel ca in acest caz notiunea de limita ne conduce

la cea de produs fibrat.

i /\J
e o
l"i lF(v)

()

5.2.4 Limite inverse (proiective)
Definitia 37 Fie (Z,<) o mulfime ordonata dirijata la dreapta gi
fie T categoria mica asociata:

i—j = i<

Un functor covariant F' : I°? — C se numeste un sistem in-

vers de obiecte, adica este o pereche ((Xi)iEObZ fijr X — Xi)i<j)7

unde
pentrui < j, j—=X;
T
11— X
§1
1LV, fii=1x;;

2. dacd i < j <k, atunci Xy 22 X; 225 Xo, fun = fiife.

Limita (X, (m;),) a functorului F' se numeste limita inversa a

sistemului invers de obiecte.
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Are loc proprietatea de universalitate descrisa de urmdatoarea

diagrama comutativa:

= T;u

dlu: Y — X astfel incat { v

i = 7Tj'U,.
Limita inversa pentru familia inversa <(Xl) ) (fij)i<j) este (X, (m;);)

unde m; = fi;T;.

Daca limita inversa exista, atunci aceasta este unica, pana la izo-
morfism.
Notatie. X = lim Xj.
<—

Exemple

1. Fie sistemul invers X; D Xy D ... D X,, D ..., unde

zr; € X ELN z; € X; este incluziunea, pentru 7 < j.

Limita inversa este (X = ﬂXZ»,m) , m; fiind incluziunea.
iEN

X
X;— - X,
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2. Fie girul de functii X; <— X3 «— X3 — ..., unde | X;| =1,
| Xo| = 2, |X3] =4,.... Fiecare functie este de tipul "doi la
unu”, in sensul ca fiecare punct din X; are doua preimagini
in X;.1. Limitele inverse pot fi interpretate ca fiind ”drumuri
infinite de preimagini”.

3. Consideram inelul intregilor p-adici Z, = thZ/ p"Z, adica

- neN
inelul elementelor de forma >_ agp®, ax € {0,1,...,p— 1},
k=m>0
unde p este prim.
Acesta poate fi vazut ca limita inversa pentru functorul
F :N°” — Rng, unde F(n) = Z/p"Z,

iar pentru m < n,

n—-—s=27/p"Z

lfmn

m—sZ/p™ 7

unde x + p"Z ~ x + p™Z este bine definit.

Obtinem diagrama

Zp
m/fmn\ .
ZIp"L<—- ="~ -~ Z/p"Z

unde:
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4. Fie R inel comutativ si R [[X]] inelul seriilor formale.

X"R[X] este ideal in R[X], iar inelul factor corespunzator
este R[X]/X"R[X], unde n este numar natural fixat.
Consideram categoria mica Z asociata multimii (N, <) si func-

torul F': Z — Rng. Obtinem diagrama:

/R[[XH\
R[X]/X™R[X] < - - -/™"— - - ~R[X]/X"R[X]

unde n > m si m, este morfismul de inele

To(ao+ ...+ a, X" +...) = aptar X +.. +a, 1 X" '+ X"R[X].

Avem:
Jon (a0 + a1 X + ...+ a1 X"+ X"R[X]) =

ag+ar X + ...+ au 1 X"+ X"R[X],
pentru m < n.

Observam ca f,,, este bine definit.

In acest exemplu R [[X]] = lim R[X]/X"R[X].

neN
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5.3 Colimita

Urmatoarea notiune este duala notiunii de limita.

Definitia 38 Fie C o categorie, T o categorie mica si F': T — C
un functor covariant. Perechea (L, (O'Z')Z-€ObI> este colimata pentru

F, unde L € ObC, o : F — kj, este un morfism functorial, daca

. . (0% . v - 9
1. pentru orice i —» j, urmatoarea diagrama:

]
P(i) ——F ()

este comutativa $i

2. are loc proprietatea de universalitate:
v (L’, (ag)ie()bz) cu o F (a) = o,
Vi~ j,y:L—L: o =~0;, Vi € ObL.

Propozitia 4 Daca (L, (0;),) este o colimita pentru functorul F,
atunci ea este unicd pand la izomorfism si (0;);c0p €Ste o familie

epimorfica.

Cazuri particulare de colimite sunt: coproduse, sume fibrate,

conuclee, coegalizatori, limite inductive (directe).
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Teorema 24 i) Categoria C are limite (adica pentru orice ca-
tegorie mica I, orice functor F' : T — C are limitda) dacd si

numai daca C are produse directe $i egalizatori.

i1) Categoria C are colimite (adicd pentru orice categorie micd
Z, orice functor F': T — C are colimita) dacd $i numai dacd

C are coproduse si coegalizatori.

Demonstratie. 7 = 7 Produsele directe si egalizatorii
sunt limite, aga cum am aratat mai sus.

7 <= 7 Fie F : T — C un functor covariant si Z o catego-
rie mica nevida, cu multimea de obiecte I. Fie f un morfism in
categoria Z, cu domeniul d(f) si codomeniul r(f). Notam cu

(ILe; F(7), {pi}tier) produsul direct al familiei {F(4)}ies si cu

(I serromz F(r(f)); {4} rerromz) produsul direct al familiei

{F(r(f))} rerromz-

Consideram diagrama, corespunzatoare proprietatii de univer-

salitate a produsului direct:

E(r(f))

Pr(f) X
E(hpay

Hiel F(i) erHomI F(r(f))

v

si obtinem morfismele unice u si v, pentru care

qfu = Dr(f), respectiv qpv = F(f)pacs)-

Consideram (K, 0) un egalizator pentru u §i v. Atunci o =
{a; = p;o} este un morfism functorial de la functorul constant kx

la functorul F' si perechea (K, «) este o limita pentru F.
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Intr-adevar a este un morfism functorial: daca f : 7 — j este

un morfism in Z, cu d(f) =i, r(f) = j, atunci

F(f)(pio) = (F(f)pd(f))U = (QfU)U = qf(ua) = Dr(f)0 = p;O.

Fie acum X € Ob C si B : kx — F un morfism functorial. Aratam
ca exista un unic morfism h : X — K, incat (p;o)h = f3;, pentru
orice ¢ € I.

Din universalitatea produsului direct, rezulta ca exista si este
unic &' : X — [[,c; F(i), incat p;h/ = B;, pentru orice i € I.

Verificam ca uh’ = vh/'.

Deoarece {qf} femomz este o familie monomorfica, este suficient

ca pentru orice morfism f, sd avem qs(uh') = q;(vh'). Intr-adevér,
45 (ul’) = prph' = Bripy = F(f)Bar) =

(F'(f)pacp)h' = (qro)h’ = qp(vh'),

de unde uh’ = vh'. Din universalitatea nucleului, exista morfismul
unic h : X — K, incat ch = K/, deci (p;o)h = p;h' = [;, pentru
orice ¢ € I.

Dacd h : X — k este un morfism, incat (p;o)h = B;, pentru
orice i € I, atunci p;(ch) = ¥;(ch’), pentru orice i € I gi cum
{pi}tier este o familie monomorfica, obtinem oh = oh’. Apoi o este
monomorfism, deci h = h’.

Asadar, (K, {p;o}ics) este o limita pentru functorul F.

Afirmatia ii) rezulta prin dualitate.
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5.4 Limite directe (inductive)

Definitia 39 Fie (Z,<) o multime ordonata dirijata la dreapta,

careia 7 asociem categoria mica L:

ObZ =71
1 — j daca 1< j

Un functor covariant F': T — C este un sistem direct, adica
este o pereche <(XZ) , (fij>z’<j>’ unde

T

J—=F{) =X,

J
incat:
1Y, fi=1x;;

2.1 <5<k, fiu = fixfi;-

Limita directa (inductiva) (X, (0;);) a lui F este colimita
lur I, adica este colimita pentru "un sistem direct de obiecte”.

Prin urmare, are loc proprietatea de universalitate:
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%’ = uo;

unde o; = 0;f;; st 3u astfel incat
wj = Uoj.

Notatie. X = lim Xj.
—)

Exemple

1. Fie (M;) unde Vi, M; C M, ((M;),,C) este o multime

ordonata. Daca ((M;),,C) este dirijata la dreapta, atunci

el

limita directa este | JM;, iar o; : M; — |J M, este incluziunea
i€l iel
canonica; pentru ¢ < j, o; prelungeste o;.

Daca g; prelungeste g;, pentru ¢ < j, atunci Jlu: JM; =Y,
i€l
astfel incat u (x;) = g; (x;), x; € M; (e bine definit pentru ca

g;j prelungeste g; pentru i < j).

2. Fie (Xj),c; o familie de obiecte din categoria Gr (respec-
tiv Rng, Mod), unde Z este o multime ordonata, dirijata la

dreapta.

Consideram sistemul direct ((Xz) , (fig)s <].€I) sl reuniunea

disjuncta | | X; .
i€T
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Definim pe | | X; urméatoarea echivalenta ~:

<A
Ty ~ T Elk’EI,ZSk,jSk’
—
r; € Xi, zj € Xj fie (3) = fir (25)

adica z;, x; devin "egale” intr-un sistem direct.
Cu alte cuvinte, x; este echivalent cu toate imaginile sale prin
functiile sistem direct, adica z; ~ fi; (x;), ¢ < j, pentru ca
pentru ¢ < j <k avem fi (z;) = fir (fij (x:)).
lin X = || (X5) /~
i i€
. o X; > X

unde o; sunt morfismele canonice .

i ~ Ty
In fiecare categorie din cele mentionate mai sus, operatiile pe

X provin din operatiile definite pe Xj.

3. Fie (Z, <) o multime ordonata, dirijata la dreapta, astfel incat
JIm = maxZ. Atunci limita directa X a unui sistem direct

este izomorfa cu X,,.

Intr-adevar, urmatoarea diagrama este comutativa din conditia

sistemului direct.
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Avem g; fi; = g;, Vi < J.
Pentru ¢ = m avem g,, fin, = ¢g; de unde g, = u.

Observatie. Daca g; = ufj,, atunci pentru ¢ < j avem
gi = gjfij = ufjmfij = Ufim-

Observatie. Hom <lim X, Y) = lim Hom (X, Y).
— —
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Functori adjuncti

6.1 Functori adjuncti

. F
In acest capitol, vom studia perechi de functori de tipul C = D

care satisfac o conditie ce generalizeaza notiunea de izomorﬁsgl de
categorii.

Ideea de functori adjuncti a fost formulata de Daniel Kan in
1958 si a fost sugerata de nevoile algebrei omologice.

In cele ce urmeaza, vom considera doar functori covarianti.

Definitia 40 Functorul F' este adjunct la stanga al lui G (notat

F 4 G), daca exista izomorfismul natural
¢ : Homp (F' (=), —) — Home (—, G (—)).

Cu alte cuvinte, F 4 G daca $i numai daca:

1. VX € ObC, VY € Ob D, exista bijectia
wxy : Homp (F (X),Y) — Home (X, G (Y)) ;

92
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2. VX =5 X' inC, VY =5 Y’ in D, urmdtoarea diagramd este

comutativa:
’ PX'Y ’
Homyp (F(X'),Y) —= Hom¢ (X', G(Y)) (%)
HD(F(“)’U)l lhB(f)
Px,y!

Homyp (F(X),Y’) —= Hom¢ (X, G(Y)) .
Teorema 25 Fie F - G. Atunci

1. F pastreaza colimitele (in particular, coprodusele, conucleele,

sumele fibrate);

2. G pastreaza limitele (in particular, produsele directe, nucleele,

produsele fibrate);

Demonstratie. Fie F':C —-DsiG:D — C.

Verificam doar ca G pastreaza limitele, cealalta afirmatie re-
zultand similar. Fie H : I — D un functor covariant, pentru care
(A, @) este o limita. Aratam ca (G(A), Ga) este o limita pentru
GH :1—C.

Reamintim ca Ga este un morfism functorial de la functorul
constant kgay : I — C la functorul GH, iar componenta sa de
indice i € I este G(«;) : G(A) — G(H (7)), unde o; : A — H(1) este
componenta de indice ¢ a functorului o : k4 — H.

Fie X € Ob C i B : kx — GH un morfism functorial. Aratam

ca exista un unic C-morfism f : X — G(A), astfel incat

(1) Gow)f = B
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Daca 1 este un morfism functorial de la F'G la 1p si u : i — 7,

atunci
Vg FGH(u) = H(u)Yng).

Pe de alta parte, 8 este un morfism functorial gi notand

Yi = %g,H(z‘)(ﬂi) = wH(z‘)F(ﬁi)a

obtinem:
H(u)yi = (H(w)bum)F(8) = Yu F(GH (w))5i) = ;.
Asadar, v;, ¢ € I sunt componentele unui morfism functorial
v ke — H

si conform proprietatii de universalitate a perechii (A, a), rezulta
ca exista un unic D-morfism g : F(X) — A, astfel incat pentru
orice ¢ € I, avem

&g = Yi-

Din faptul ca F' -4 G, rezulta
Glow)f = Glaug)ex = Glyi)ex = Gne ) (GF(Bi)ex) =

G(Wuw))(auwbi) = lanwbi = B,

adica formula (1) are loc. Din unicitatea lui g rezulta unicitatea lui
f Tntr—adevér, avem o,;x 4(f) = v, ¢ € I, iar din proprietatea de
universalitate a perechii (A, ) rezulta 1 x a(f) = g, apoi folosim

injectivitatea lui 1x 4.
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Scriem
F(lim H(7)) = lim FH (1)),
respectiv
G(lim H(i)) = im GH (7).

[ |
Exemplul 59 Se verifica usor ci F 4 F~! pentru F izomorfism.

¢xy : Homp (F (X),Y) — Home (X, F~1 (Y))
a~ F7H(a)
cu inversa Yy y : Home (X, F~1 (Y)) — Homp (F (X),Y)
5 F(8).

Exercitii

1. Aratati ca: Abel 4 U, unde U : Ab — Gr este functorul

incluziune.
Solutie. Reamintim ca F' = Abel : Gr — Ab.

Avem:

Homay, (G/D (G), A) “““3" Home, (G, U (4) = A)
a~> Qo
G- G/D(G) -2 A
Invers, morfismului G Ny

i asociem G/D(G) 2 A, B/ (D (G)) = B (z).
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[’ este bine definit:

D (G)=yD(G) < y'z € D(G)
G/kerf~Imp < A= D(G) Ckerp

= y 'lrckerf = B(z)=pB(y).
In plus, se verificd faptul ci diagrama (%) este comutativa. W

2. Aratati Gy 4 U, unde U : Gr — Set este functor de uitare,
iar Gy : Set — Gr este definit de diagrama:

unde G(X) este grupul liber de suport X (generat de X U
X~!, X fiind o multime de simboluri), iar f prelungeste f.

Solutie.

Mai intai, sa mentionam un exemplu de grup liber: (Z,+)
este liber, Z = G, ({1}). Orice grup liber e infinit.

Elementul neutru in Gy(X) este cuvantul vid.
Consideram

Home, (Gr (X),G) 72 Homgy (X, G)
a~al/X,

©x,; este bijectiva pentru ca « este unic determinat de a/ X.

Mai mult, diagrama (x) este comutativa. [
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3. Fie M un R — modul. Atunci
M@ ,— 4 Hompg (M, —) = b,

unde M Q) ,— este functorul produs tensorial si hM este func-

torul Yoneda.

Solutie. Consideram

F=M@z—:Modr — Ab, R inel comutativ
G = Hompg (M, —) : Ab — Modg
unde G(A) = Hompg (M, A). Fie
HoMuod,, (MQ X, Y) 223 Homypea,, (X, Homp (M, Y))
FM®pX Y
mex~ f(mx)eY
fﬁ f, unde
f: X — Hompg (M,Y)
T fo: M =Y
fo(m)=f(mex).

Atunci px y bijectiva si diagrama (*) este comutativa. |
4. Fie A o multime. Aratati ca A x _ - h?.

Solutie. Consideram A x _: Set — Set, definit de diagrama:

B——=AXxDB

C—AxC
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Fie h* : Set — Set, definit de diagrama:

B——hA(B)

| e
(

C ——=hA(0)
si consideram:

Homge, (A x B, C) “23" Homg,, (B, b4 (C))

f:AxB—C - f:B—h(C)
(a,b) ~ f(a,b) € C bwf(b):ﬁ
unde f : A = C

fb(&) :f(a7b)'

Diagrama () este comutativa. [

Observatia 13 Se mentine rezultatul de mai sus inlocuind
Set cu Modg.

Observatia 14 FEzxista un izomorfism natural intre functorii
M@ p— si M x _, deoarece ambii sunt adjuncti la stanga ai
functorului Hompg (M, —).
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Algebre universale

7.1 Notiunea de algebra universala

Algebrele universale au fost introduse in 1933 de Birkhoff.

Definitia 41 Fie A o multime, n € N. w : A" — A se numeste
operatie n—ard in A, iar n este tipul (aritatea) lui w). Daca

w:B C A" — A, atunci w este operatie n—arda partialda in A.
Exemplul 60 1. Operatie nulard: w: A° = {0} — A,
w este determinat de w (Q) € A.

De exemplu, 1,0 sunt operatic nulare in R.

2. Operatie unara: w: A — A.

De exemplu,

[ R—=R, f(zx) =1
este operatie unara, ar
g:R\{0} = R,g(z) =a"

99
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este operatie unara partiala.

3. Operatie binard: w: A?> — A.
De exemplu, +,- sunt operatii binare, iar : este o operafie

binara partiala in R.

Unei operatii n—are w, i se asociaza o relatie (n + 1) —ara:
{(al, o, w(ay,. .. a,)) € AV | Vi, a; € A}.

Definitia 42 Fie A o multime suport si o mulfime de operatii
in A. Atunci (A,Q) se numeste algebrd universala.
Daca §) contine gi operatii partiale, atunci (A, Q) este o algebra

universala partiala.
Observatia 15 Multimile sunt algebre universale cu Q = ().

Tipul algebrei.
Fie (A,Q) o algebra universala, 7 : Q@ — N se numeste tipul

algebrei, unde T (w) este tipul lui w.

Exemple de algebre universale: (P (M),U,N,C), grupoizi,

inele, module.

Definitia 43 Spunem ca (A, Q) este similard cu (A',QY), daca

30 : Q — Q operatie de similaritate, astfel incat diagrama

este diagrama comutativa, adica 7'0 = T.
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Relatia de similaritate este o preordine. Daca  este surjectiva,

atunci Vw € Q, w si 0 (w) au acelasi tip.

Subalgebra

Definitia 44 Fie (A, Q) o algebra universala de tipul 7. B C A se

numeste subalgebra a algebrei (A,Q) daca:
Yw e Q. V (al, - ,aT(w)) e B w (al, e ,aT(w)) € B.

Notatie. B < A.
Fie S (A, ) multimea subalgebrelor algebrei (A4, ).
Avem () € S(A,Q), doar daca 2 nu are operatie nulara, altfel

constantele ar trebui si apartind lui ().

Avem A € S (A, Q).
Exemplul 61 1. Fie N C M. Atunci P (N) este subalgebra a
i (P (M),uU,n).
P (N) nu este subalgebra a lui (P (M),U,N,C).

2. Fie (F (M) ,o) algebra universala a functiilor de la M la M.
Multimea aplicatitlor surjective, injective, respectiv bijective,
sunt subalgebre ale lui (F (M), o).

7.2 Produs direct de algebre universale

Produsul direct de algebre universale se face pe componente.
Fie (A1,9Q), (A3, Q) algebre universale de tipul 7.
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Definim pe A; x A, operatiile:

w ((a&, CL%) yoe ey (ai(w), ai(w)>) = (Cd (ai, e ,a/}_(w)) , W (a/%, . ,(lf_(w)))
(%)
Rezulta ca pentrui = 1,2, p; : A1 x Ay — A; este morfism surjectiv.

Intr-adevar, verificam pentru ¢ = 1

(%)
2} <w ((a}, ai),..., <ai<w), af(w)))> =
= (w <a%, o ,ai(w)> W (a%, . ,af(w)>> —

:w(a%,...,ai(w) =w pl(a’%va%)ﬂ"wpl ai(w)’az(w)>>'

Generalizare

Fie {(A;,Q)},.; o familie de Q—algebre si fie produsul cartezian []A;.
i€l
Definim pe [[A; o structura de Q2—algebra astfel:
el

w ((ai)iel AR (ai(W)>iE[> - (w (ail’ o ’ai(w))>i€I

p; : [[Ai — A; morfism surjectiv cu
icl

p; ((ai)ie) = a;, V5 € 1.

Definitia 45 Spunem ca (HAi, Q) este produs direct al fami-
iel
liei de algebre universale {(A;,Q)},.;.

Propunem urmatorul

Exercitiu. Sa se evidentieze proprietatea de universalitate a

produsului direct.
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Exemple de algebre univesale:

Grupoizi, semigrupoizi: au operatii binare.

o operatie nulara 1;

Grupurile: ¢ o operatie unara x — x=!;

o operatie binara, notata uzual cu - .

Quasigrupurile: grupoizi in care ecuatiiile xa = b, ay = b au

solutii unice, Va, b.
e Loop: quasigrup cu element neutru.

Inele.

Module peste inele:
( (M, +) grup abelian;
Wg: M — M . 5
Va € R, operatie unara
T~ ax

Wab = Wy

, Va,b € R.

w, endomorfism gi {

\ Wath = Wq + Wp

e A algebra K —liniara daca:
A inel

kA modul cu unitate, Incat

(ab) a = (ac) b = a (ab), Ya,b € A
e Multimile: @—algebre.

e Multimea numerelor naturale poate fi vazuta ca o algebra
universala, pentru care £ = {0, x}, unde x este operatia unara

de succesiune.
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e Laticile: algebre cu doua operatii binare. O latice completa

implica operatii infinite, deci nu este o algebra in sensul dat.

e Campurile: algebre partiale ~' : K\ {0} — K. Ar putea

deveni algebre, daca vom considera ¢ : K — K operatie

E~Y kE#0
unara, 0 (k) = 0 ’ L 7 0 Atunci ecuatia 0 (z)z = 1

are solutie doar pentru x # 0.

7.3 O—morfisme

Definitia 46 Fie (A, Q) o algebra universala 0—similarda cu (A, )
sif:A— A
f se numeste 0—morfism daca Vw € ), V (al, e ,aT(w)) € AW

f (w (al, . ,aT(w))) =0 (w) (f (ar),..., f (aT(w))) ,adica ()

fw==0(w)f“ Yweq.

Observatia 16 1. Daca 0—morfismul f este surjectiv, atunci

(A, Y) este o imagine 0—omomorfa a lui (A, ).

2. Dacd 0, f sunt bijective, atunci f este 0—izomorfism si f=*

este 0~ —izomorfism. (A, Q) si (A, ) se numesc 0—izomorfe.

3. Daca w este nulara, iar ag € A este element pus in evidenta

de w gi aj € A’ este element pus in evidentd de 6 (w), atunci

[f(ao) = ag.

4. Daca 0 : Q — Q' 0" Q — Q sunt aplicatii de similaritate
intre (A, Q) si (A", Y), atunci pot exista aplicatii f care sunt

O0—morfisme, dar nu sunt §'—morfisme.
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De exemplu, 17 : (Z,+,-) — (Z,+,-) este lg—morfism, dar
nu este 0—morfism, unde 0 (+) = - i 0 (-) = +.

5. Daca f: (A,Q) — (A, Q) este 0—morfism si B < A, atunci
f/B este 0—morfism.

B — A
6. Daca B < (A,Q), atunci ! este 1lg—morfism.
T~ T

In cele ce urmeazi, consideram 0 (w) = w si ' = Q.
Definitia 47 Daca (A,Q), (A, Q) sunt algebre universale de tipul

T, atunci f : A — A’ este morfism dacd Vw € €,

Vai,...,a:@) €A, f(w(ar,....a;w)) =w(f(a1),.... [ (ar(w))-

Exercitii

1. Fie (A,Q),(B,) algebre universale de tipul 7, f: A — B o

aplicatie. Atunci f este morfism daca si numai daca
Gy < (Ax B,Q),unde Gy = {(a, f(a)) | a € A}.
Solutie. 7 =7 Fie (ay,b1),..., (aT(w), bT(w)) € Gy.

Din f morfism rezulta ca

fwlan o anw)) =w (f (@), farw)) =

= w (bl, Ce ,bT(w)) ,adicé
(w (al, o ,aT(w)) , W (bl, . ,bT(w))) € Gy de unde

GfSAXB.
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7 «— 7 Avem
(w (al, . ,aT(w)) W (f (a1),..., f (aT(w)))) € Gy, de unde

w (f (ar),...,f (aT(w))) =f (w (al, o ,aT(w))) , deci
f este un morfism. [ |
2. Fie (A,Q),(B,Q),(C,Q) algebre universale de tipul 7 i fie
A< (A,Q), 9 < (Ax B,Q), ¥ < (BxC,Q).

Atunci

Solutie.

(a) FleweQ, bep(A),Vi=171(w).
Rezulta ca Ja; € A" : (a;,b;) € ¢ sicum A’ < A obtinem
w (al, e ,aT(w)) c A

Avem sgirul de implicatii:

(ai, b)) € ¢ .
p<AxXB

- (w (al,...,aT(w)),w(bl,...,bT(w))) € =

— W (b1,~-->b7—(w)) € gb(A’)

Deci, ¢ (A’") < B.
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(b) Fie w € Q, (b, a;) € 7', i = 1,7 (w) adica (a;, b;) € ¢.
Cum ¢ < A x B rezulta

(w (al, e ,aT(w)) , W (bl, e ,bT(w))) € ¢, de unde

(w (bl, . ,bT(w)) , W (al, - ,aT(w))) et

Deci, o1 < (B x A4,Q).

(c¢) Fiew € Q, (a;,¢;) € Yoo, i = 1,7 (w). Rezulta ca b,
astfel incat (a;,b;) € ¢, (b, ¢;) €Y gidin ¢ < A X B,
¥ < B x C, obtinem

(w (al,...,aT(w)) ,w(bl,...,bT(w))) € }de ande
(w (bl, .. .,bT(w)) , W (cl, e ,cT(w))) €
(w (al, . ,aT(w)) W (01, . ,cT(w))) €Yo,
decipop < (Ax C,Q).

Consecinte: Au loc implicatiile:

. f:A— B morfism . .

i f:A— B morfism } e UB) < (A,Q):
(B',Q) < (B,9Q)

:A— B fi
iii. / — 7 morhism = ¢gf : A — C morfism.
g : B — C morfism

3. Fie (A, Q) algebra universala de tip 7, p o relatie de echivalenta
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pe A. Are loc echivalenta:

p<(A%Q) —
<= [Vw € \Vapb; = w (a1, e ,ar(w)) pw (bla e >bT(w))] ’

adica p este o congruenta.

Solutie. 7 = ” Fiew € Q,i = 1,7(w), a;pb;. Din p < A?
rezulta w (al, e ,aT(w)) pw (bl, e ,bT(w)).
Deci, p este o congruenta.
7 <= 7" Fiew € Q, (a;,b;)) € p, Vi = 1,7(w). Rezulta
w(ar,...,ar@w) pw (bi, ..., br) adicd p < (42%,Q).

[ |

4. Fie (A, Q) algebra universala, B < A si B’ L B. Atunci

3l (A', Q) algebra universala astfel incat

A~A
B < A
adica 30 : A’ 5 A astfel incat 0/B' = 6.
Solutie. Presupunem ca AN B’ = ¢, altfel luam in loc de A
pe A x {u}, cu {u} ales convenabil.
Fie A’ = B’ U (A\B). Definim
0:A = A
a' ~ 60 (a') € B pentru o’ € B’
a' ~ a pentru o’ € A\B.
Avem B’ subalgebra in A’ si exista o unica structura de al-

gebra universala pe A’ astfel incat 6 sa fie izomorfism. |
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5. Interpretarea congruentelor in cazul grupurilor gi al inelelor.

Solutie. Congruentele sunt relatii de echivalenta regulate pe
grupuri (pe inele) si ele sunt in corespondenta bijectiva cu

divizorii normali (respectiv, cu idealele).

g congruenta pe G implica ¢ (1) < G,
unde (G,-) grup si ¢ (1) este clasa elementului neutru.
Invers, din N <1 GG obtinem relatia de echivalenta regulata

q, definita astfel: zqy <= 27'y € N.
Similar,

q congruenta pe (R, +,-)implica ¢ (0) ideal in R,
unde ¢ (0) este clasa lui 0.
Invers, din [ ideal in R obtinem relatia de echivalenta regulata

q, definita astfel: zqy <— x —y € I.

7.4 Congruente

Definitia 48 Fie (A, Q) o algebra universala de tip T, p o echivalenta
pe A. p este congruenta pe (A, Q) daca:

VwEQ,Val,...,aT(w),bh...,bT(w) €A, (*)

a; p bi,i=1,7(w) implica w (al, . ,aT(w)) pw (bl, . ,bT(w))

Notatie. FE(A) : multimea relatiilor de echivalenta pe A;
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C (A, Q) : multimea congruentelor pe (A, Q).
Avem {Ay4, A%} C C' (A, Q).

Definitia 49 Spunem ca (A, Q) este simpla daca
C (A Q)= {AA,AQ} .

Exemplul 62 Fie f : A — B morfism de algebre universale.

Atunci ker f este congruenta pe A.

Solutie. Avem aker f b < f(a) = f (b).

Observam ca ker f = G;l o Gy pentru ca

(a,¢) € G7'o Gy <= Fb:(a,b) € Gy, (bc) € G
(a,c) €ker f <= f(a)= f(c)

b= f(a) = f(c). Conform exercitiului anterior, are loc girul de

implicatii:
fmorfism <= Gy <AxB = G;' <BxA= G oGy =
ker f < Ax A= A2, adica ker f este o congruenta. |

7.5 Algebra factor

Teorema 26 Fie p € C(A,Q). Atunci 3 (A/p,Q) astfel incat
Py A — A/p morfism.

Demonstratie. Fie w € Q.

Definim urmatoarea operatie pe A/p:

\V/p (l'1> yeey P (xr(w)) € A/,O,
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w(p(ea)s-p (@) = p (@ (@1 2rw))

Buna definire:
Fie p () = p(;),Vi = 1, 7(w) adici z;px}, Vi = 1, 7(w), de unde

w (xl, - ,xT(w)) pw (x/l, e ,.Z‘T(w ) deci

) (w (:1:’1, o ,a:T(w))) =p (w (a:l, . ,:U’T(w))) )

Aratam ca p, este morfism.
Vw, Vl’l, o Tr(w) € A

def. p,
Py (W (@t rw) = p (W (21 )

def. w pe A/p

p(@1),. sp (rw))
:w(pp xl), -5 DPp (xT(w)))'

Unicitatea lui w:

Fie w' o alta operatie pe A/p astfel incat

Po (@ (@15 wr)) =@ (B (@1) 55y (2))

Rezulta ca Vp (z;) € A/, avem:

w(p(@1), 0 (Trw)) = w (o (1) - 0p (T20))) =
=pp (w(z1,. .., Tr(w)) = (p(21),...,p (27())), de unde

w=uw.
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Consecinta. Orice congruenta este nucleul unui morfism

(p = kerp,).

{ (A/p,Q) se numeste algebra cat , iar

p, morfism natural (canonic).

Observatia 17 Avem A/A, ~ A, iar AJA? este o Q—algebra for-

mata dintr-un singur element.

Teorema 27 Fie f : A — B morfism de algebre universale, p o
congruentda pe A astfel incat p C ker f.
Atunci 3'f : A/p — B morfism, astfel incit Tpp — p. In plus,

f surjectiv=>f surjectiv;

p=ker f = f injectiv.

A ! B

1
Y: )
J =
i

A

p

Demonstratie. Definim f (p(z)) = f (). f este bine definit
din p C ker f.
Aratam ca p este morfism. Fie w € Q si

p(w1),....p (SCT(W)) € A/p. Avem sirul de implicatii:
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Unicitatea lui f:

Presupunem ca

o, = f = Fp, de unde 7 (p(2) = F(p(2)) = f (x) deci f = F.

Injectivitatea lui f pentru p = ker f rezulti din sirul de implicatii:

Fo) =T (o) = f(2) = f(y) — "W }:

ker f =p
— p(r) = p(y) = f injectiv.
|
Teorema 28 Fie (A,Q),(B,Q),(C,Q) algebre universale si con-

sideram diagrama

A—1 . p
/'/
lg //
_ - 3n
C/

cu ker g C ker f.

Atunci
dh morfism : hg = f;

f surjectiv = h surjectiv;
ker g = ker f = h injectiv.

Demonstratie. Fie diagrama:

A B
N
9 f
C

<-—=A/kerg
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Din teorema anterioara, 3g, 3f morfisme, astfel incat

gpkerg =4
fpkerg - f
Cum ¢ surjectiv, rezulta g bijectiv, deci existd g—! morfism,

pentru care
DPkerg = gilg de unde f = 7?71.9'
In plus, din f surjectiv rezultid f surjectiv si cum fg~' = h
obtinem h surjectiv.

Din ker f = ker g rezulti f injectiv, deci h este injectiv. |

Teorema 29 (Teorema duald). Fie (A,Q),(B,Q),(C,Q) al-

gebre universale si consideram diagrama

A—TL B
A -7
rllg //

y 7 3h

O/

unde f(B) C g(C), g injectiva. Atunci exista h morfism: gh = f.

Demonstratie. Din g injectivrezultacadr: A — C :rg = 1¢;
r retracta a lui g.

Fie h = rf. Arat ca h este morfism.

9(C) < (4,9)
g1: C — g(C) izomorfism

g1 (c)=g(c)
Vacg(C), r(a)=g;" (a).

Din f(B) < g(C) rezultaca Vb € B, h(b) = (rf)(b) =
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r(f ()= g7 (f (b)) = (97" f) (b) deci h este morfism (h morfism
pentru ca r/Im g este morfism).

Aratam ca h = rf implica gh =g rf = f. Avem:

(grf)(b)=gr(f(b)=gg; (f()=f(b) deunde grf=f.

7.6 Teoreme de izomorfism

Teorema 30 (Teorema 1 de izomorfism) Daca [ : (A, Q) —
(B, Q) este un morfism, atunci 3f : A/ker f — f (A) izomorfism

astfel incat urmatoarea diagrama este comutativa:

A—1 . p

pkerfl/ T'L

Afkerf ="~ f(A)

Demonstratie. Avem A/ker f = {a | a € A}.
Consideram graficul Gy = F.
Avemker f = F 1o Fsi F7'F (a) = F7' (f(a)) = f7*(f (a)).
Deci, A/ker f = {f~'(y) |y € f (A)}. Definim

fiA/ker f — f(A)

f )~y

Aratam ca f morfism.
FieweQ, f(y1),.... /™ (yr(w)) € A/ker f.
Atunci

, care este bijectiva.

7 (u) (f—l (yl) o f_l (yT(w)))) A/kerf:algebré

T @ vw))
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—w W) T O T W) e T (3w) -

Teorema 31 (Teorema 2 de izomorfism) Fie A; < (A, Q) si
p € C(A Q) o congruenta. Au luc afirmatiile:

1. p(Ar) < (AQ);
2. pr=pNAT<C(AQ);
3.0 =pNlp(A)] € C(p (A1), Q)
si (A1) [p1 = p(A1) /0, adici (A1) [(pN AD) ~ p (A1) /(p NV AT).
Demonstratje.

1. Avem girul de implicatii:
p < (4%,9)

eC(AQ) =
p€C(AQ) 4 < (4.0)

} = p(41) < (4,9).
2. p1 =ker (p,/A;) este o congruenta.

Po - A— A/p
pp/ AL AL — Afp
pr = ker (p,/ A1) = pN A}

3. Din Teorema 1 de izomorfism rezulta ca

Ay /ker (p,/ A1) (= Ai/p1) = Im(p, /A1) ={T | v € A1} =

={y|y€p(A)}, deoarece zpy < T =7.

Deci, Ai/p1 = p (A1) /p'. u
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Sa vedem cum se transcrie acest rezultat in cazul grupurilor.

A <A S<G
(A, Q) algebra universala (G,-) grup
p congruenta pe (A, Q) ~» N = 0<G.

Conform celei de-a doua teoreme de izomorfism la algebre uni-

versale,

A1/ (pN A7) ~ p (A1) [p 0 [p (A1),

Avem p (A1) ={a € G |3ay € S : a1pa}.
Mai mult,

a1 pa < epal_la <~
< [a;'a €N < acaN].

p(A) ~p(S)={a|3Jas € S:a€aN} =SN.

pN AT~ {(a1,as) € 5% | a1pas} =

= {(a1,a2) € S*| aj'azpe <= a;'a; € N} ~» NN S.
Deci, Ai/(pN A7) ~ S/NNS.

Pe de alta parte,
pN[p(A))? ~ NONNS =N, (N=Nec NS).
Deci, p (A1) /pN [p(A1)]* ~ NS/N.

Agadar a doua teorema de izomorfism la grupuri devine:

Teorema 32 Daca G este grup si S < G, N < G, atunci

NS/N ~S/NnS.



Algebre universale 118

Teorema 33 (Teorema dublei factorizari). Daciq,p € C (A, Q),
4 C p, atunci (A/p) /(p]q) ~ Afp.

Demonstratie. Consideram diagrama:

A Al (A1) (/)

Pp _ -
31 -
\ \L g‘é - ~ ERY
Alp
cu ¢ € p. Atunci 3lg morfism : gp, = p,.
Dar, p/q = ker g de unde p/q € C (A/q,Q).

Aplicam Teorema 1 pentru g si rezulta ca (A/q) /kerg ~ A/p.
Deci, (A/q) /(p/a) = A/p. .

Translatii
w € Q(n) determina operatia n—ara:
(X1, p) — w (T, ..., Ty)

Fixam toate argumentele, cu exceptia unuia:

T: A= A

:z:ww(al,...,ai,l,x,ai,...,an,l)

a; fixate, Vj # 1.

Spunem ca 7 este o translatie elementara.

Definitia 50 0 se numeste translatie daca 0 = 14 sau 0 este

produs de un numar finit de translatii elementare.
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Exercitii

1. Fie (A, Q) algebra universala si p1,p2 € C (A,Q).
Atunci p1py € C (A, Q) <= p1p2 = pap1.

Solutie. 7 <= 7 Daca Ry, Ry echivalente pe A, atunci

R1R2 echivalen’gé < R1R2 = Rle. (*)

Deci, p1ps este o echivalenta pe A.

In plus, avem implicatiile:

pr€C(A Q) < p < (A% Q) .
pQEC(Avg) — IOQS (A27Q>

= mp2 < (A2,Q) = p1pP2 € C(A, Q) .

7 <= 7 Din pypy congruenta rezulta p;p, echivalenta, deci,

conform cu (), p1pa = pap1.

Demonstratia pentru (x):

7 =" Ry R5 echivalenta implica (Rle)fl = RiR5, de unde
Ry'RiY = R Ry deci RyRy = R Ry.

7 <= 7 Avem R;R, = RyR; si implicatiile:

¢

Ay C R, Ay C Ry = Ax C RiRy;
R{' =R, Ry' = Ry => (RiRs) "' = RoRy 2 R\ Ry
— R R, simetrica;
R? =R, R =Ry => (RiR:)’ 2 R?R2 = R, R,
| = R, R, tranzitiva.
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Deci, Ry R> este o echivalenta. [ |

2. Dacd p1,p2 € C (A, ), p1pa = p2p1 atunci

sup {p1,p2} = p1pa-
C(AQ)

Similar,

p1,p2 € B (A), p1pa = pap1 implica sup {p1, p2} = p1p2.
E(A)

Solutie. Din p; C p1, Ax C pso rezulta p; C pips i analog

p2 € p1p2.

Deci, p1p2 este majorant in C (A, Q) pentru {p1, p2}.

Fiege C(A,Q), p Cqsip Cq.

Atunci pi1ps C ¢° = q.

Deci, sup {p1,p2} = pipa. |
AQ)

o(

3. Fie (A, Q) algebra universala, astfel incat Vpi, ps € C (A4, Q),

p1p2 = p2p1 (pentru a fi congruenta).

Sa se arate ca:

Vo1, p2, p3 € C (A, Q) st p1 C p3:p1(p2Np3) 2 (pip2) N ps.

(conditia de modularitate).

Solutie. Din (a,b) € (p1p2) N ps rezulta (a,b) € pips si
(a,b) € ps3 deci Ic € A: (a,c) € pa,(c,b) € p1,(a,b) € p3.



Algebre universale 121

Din p; C p3 rezulta (¢, b) € ps, (a,b) € ps deci (a,c) € ps.
Dar, (a,c) € pa, deci rezulta (a,c) € pa N ps.
Avem si (¢,b) € p1, deci (a,b) € p1 (021 ps). .

4. Fie q echivalenta pe (A,€2). Atunci
q congruenta <= ¢ admite toate translatiile.

Solutie. ” = 7 Verificam ca ¢ admite toate translatiile
elementare si prin inductie rezulta ca admite toate translatiile.

Altfel spus, daca
T:2—w(a1,. .., Q_1,T, Q... 0y 1)

este o translatie elementara, atunci verificam ca
(a,b) € g = (7 (a),7 (b)) € q, Va,b € A.

Din (a,b) € g si ¢ congruenta, rezulta
WAL,y @1, Ay Qg 1y ey Q) QW (A1, oy Q1,0 G, - oy Q)
de unde 7 (a) g7 (b), deci (7 (a), 7 (b)) € q.

7 <= 7 Presupunem ca ¢ admite toate translatiile elemen-

tare si fie a;,a; € A astfel incat a;qa}, Vi =1, n.

Atunci,
1 (al) :w(ahaQ? 7an) qw (a’lua2> ,Cln) =T (a/l)
7 (ag) = w(ay,as, ... a,) qw (a}, al, ... a,) = 1o (asy)

T (an) = w (a'l, . ,a;_l,an) qu (ay,ay, ..., a,) =1, (a))
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Obtinem w (ay, as, ..., a,) qw (a}, db, ... al), Vw € Q(n), deci

q este o congruenta. [

5. Fie (A, ) algebra universala.

Daca Va,b € A, 3 o translatie pe A, care schimba pe a cu b,

atunci congruentele comuta pe A.

Solutie. Fie ¢1,¢2 € C (A, Q) si fie (a,b) € gaqy deci Jc € A :

(a,c) € 1 51 (¢,b) € ¢o.

Din ipoteza, exista o translatie care schimba pe a cu b.

Conform problemei precedente, ¢; admit 7, ¢ = 1,2. Avem
(a,c) € ¢y deci (7 (a),7(c)) € ¢ de unde
(b,7(c)) € q1 adica (7 (c),b) € q1;
(¢,b) € gadeci (7 (c),7(c)) € go de unde
(1(c),a) € ¢ adica (a,7(c)) € ¢o.

Rezulta (a,b) € q1¢o.

Deci, ¢2q1 € q19 si similar obtinem cealalta incluziune.

Asadar, ¢1¢2 = ¢2¢1. |



Capitolul 8

Latici. Clase de latici

8.1 Latici

Vom arata ca multimea subalgebrelor unei algebre universale, cat
si multimea congruentelor sale au structura de latice, de aceea de-
dicam acest capitol notiunii de latice.

Notiunea a fost introdusa de Charles Pierce, Ernst Schroder si,
independent, de Richard Dedekind.

Definitia 51 O mulfime ordonata (L, <) in care
Va1, 29 € L,3xq V 29 = sup (1, 22), Iz A 29 = inf (21, 29)

se numeste latice.

Astfel, o latice (L,V,N\) este o algebra universald.

Teorema 34 Daca (L, <) este o latice, atunci au loc proprietatile

urmatoare:

123
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Ya,b,c € L,

(

aV(bVve)=(aVb) Vg
aN(bAc)=(aNnb)ANc.
aVb=>bVa;
aNb=DbAa.
absorbtia: aV (a ANb) =a A (aVb)=a.

asoctatinitatea: {

comutativitatea: {

\

Demonstratie.

1. Fiex=aV (bVe)siy=(aVb)Vec Obtinem

a<z,bVc<zdeundea<z,b<zc<u.

Dar a Vb < x implica y < x.

Similar x <y, deci avem egalitate.
2. Comutativitatea rezulta din definitia lui sup si inf.

3. Fiew=aV (aAb). Rezulta a < w.
Dina <asiaAb<aobtinemaV (aAb) <adeciw<a.
Avem deci a = w.
Pentru a obtine celelalte egalitati, permutam ” V7 cu ” A7,

1ar 7 < 7 cu 2 Z 77.

Teorema 35 (Reciproca). Fie (L,V,N\) o algebra cu proprietatile

de asociativitate, comutativitate i absorbtie. Definim” <7 pe L:

a<b < aVvVb=0b.
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Atunci, 7 <7 este o relatie de ordine, iar (L, <) este o latice, in

care:

aANb=inf(a,b);
aVb=sup(a,b).

Demonstratie. Observam ca

1.avb=0b <= aANb=a pentru ca, din a V b = b rezulta

a=aA(aVb)=aANb.

2.aVa=a=aAa,VYa € L, pentru ca din a = a A (a V a)

rezulta

aVa=aVaA(aVa)=adecaVa=a.

Folosim prima observatie i obtinem a A a = a.
Agadar, ” <7 e reflexiva.

Tranzitivitatea.

Fiea<bsib<c RezultaaVvVb=bsgibVc=c

Atunci
aVe=aV(bVe)=(aVbVe=bVe=cdeca<ec.

Antisimetria.
Fiea<bsib<adeundeaVb=0bsibVa=a.

7

Din comutativitatea lui 7 V7 rezulta ca a = b.

Asadar, 7 <7 este relatie de ordine.
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Sa verificam
aVb=sup(a,b);
{ aAb=inf (a,b).

(folosim 7 <)
DinaV(aVb)=(aVa)Vb=aVbdeundea<aVb.
Prin simetrie, b < a V b.

Deci, a V b este majorant pentru a si b.

Fie acum a < cgi b < ¢. Obtinem aVe=csgibVe=c, de unde
cVe=c=(aVvb)VcdecdaVb<ec.

Rezulta a Vb = sup (a,b). Conform cu observatia 1, a < b <=
alNb=a.

In demonstratia anterioara, inlocuim 7 <7 cu” >7 si” V” cu
7 A7 gi obtinem a A b = inf (a, b). |

Observatia 18 Din simetria proprietatilor operatiilor” N7 gi”7 N7

2

rezulta ca daca intr-o teorema schimbam intre ele relatitle ” <7 si

7

7 >7 g1 operatiile ” V7 si 7 A7, atunci se obfine duala teoremei.

8.1.1 Sublatici. Morfisme

Definitia 52 Fie (L,V,A) o latice si L' C L. Spunem ca L' este

o sublatice a lui L, daca
Va,be L', aVvb,anbe L.

Exemplul 63 1. Idealele unei latici:
Fie (L,V,N) o latice, I C L.
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1)V I, xV I

[ ideal daci: | D) Vel Vel
QvVerel,t<zr=tel.

I(z)={t e L|t<az}senumeste ideal principal.

Idealul principal I se mai noteaza <, a] cu a € L.

2. Notiunea duala se numeste filtru. Asadar,
Ve,yel, x ANy €l

F filtru daca:
QVeel,t>r=tel.

3. VYa,b e L, a <b, intervalul [a,b] = {x € L |a <z <b}.

Definitia 53 Fie f : Ly — Ly cu Ly, Ly latici. f se numeste

morfism de latict daca Va,b € Ly,

flavb)=f(a)V f(b),
fland)=f(a)Af(b).

f se numeste 1zomorfism de latict daca este morfism bijectiv de

latica.
Observatia 19 Orice morfism de latici este morfism de ordine.

Demonstratie.

Are loc sirul de implicatiii:

a<b=b=aVb= f(b)=f(a)V f(b)= f(a) < f(b).
|

Reciproca este falsa, aga cum rezulta din urmatoarele exemple:

Exemplul 64 Notam cu D, laticea divizorilor numarului natural
nenul n. Definim f : Dg — Dy astfel:
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Atunci f este un morfism de ordine, dar nu este morfism de latici.
Intr-adevir, 1 = f(1) = f(2A3) # f(2) A f(3) = 2.

N\,
N/

4

Exemplul 65 Fie Ly = {a,b,c,d}

ANlalblcl|d Via|blc|d
alalalala alalbl|lc|d
blalblalb b |b|bld]|d
clalalc|d cleld|eld
dlal|blc|d dld|d|d]|d
§iL2:{€,f}

ANlelf Vie | f

e lele e lel|f

flelf fl1rf

Definim ¢ : L1 — Lo astfel:
pla) =w(b)=p(c)=c¢
p(d)=f
@ este morfism de ordine, dar nu este morfism de latici:

pbVe)=p(d)=f#ed)Ve()=e.
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Teorema 36 f izomorfism de ordine daca si numai daca f izo-

morfism de latici.

Demonstratie. Reamintim ca un izomorfism de ordine este

I sunt morfisme de ordine. In baza

o bijectie f, asa incat f i f~
observatiei anterioare, este suficient sa aratam ca daca f este izo-
morfism de odine, atunci este si izomorfism de latici.

Fie f: L1 — Lo sia,b e Ly. Avema <aVb, b <aVb, deunde
fla) < flaVvb), f(b) < f(aVb). Fie acum ¢ € L, astfel incat
fla) <, f(b) < . Deoarece f este bijectiva rezulta ca exista
¢ € Ly incat f(c) = ¢. Din faptul ci f~' este morfism de ordine
rezultd a < ¢, b<e¢, deciaVb<cdeunde f(aVd) < f(c)=C.

Deci f(aVvb) = f(a)V f(b). Prin dualitate, se obtine f(a Ab) =
f(a)A f(b). Impreuns cu conditia de bijectivitate, rezultd ci f este
un izomorfism de latici.

Exercitii

1. Mentionati care dintre diagramele de mai jos reprezinta latici.

Solutie.

/A
N/

Diagrama de mai sus reprezinta o latice.
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a><b
Diagrama de mai sus nu este latice, este doar o multime
ordonata ( Asup (a,b)). |

2. Mentionati daca multimile partial ordonate, reprezentate prin

diagramele de mai jos sunt latici.

s
NS

¢

}
RN

Nu, deoarece Ainf (a,b).
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/TN

%
N/

N

NS

NS

N

\/
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Nu.

Definitia 54 Fie f : L — L' o functie bijectiva intre doud

latici, astfel incat

{f(aAb)zf(a)Vf(b>
flavb)=f(a)A f(b),Va,be L,

f se numeste antitzomorfism.

3. Care dintre laticile de mai sus sunt antiizomorfe?

Solutie. Sunt antiizomorfe urmatoarele latici:
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/N

N
N/

4. Confruntati laticea divizorilor lui 30 cu laticea submultimilor

lui {a, b, c}.
Solutie.

30

TN
bl
AN

15
5

1
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{a,b,c}

SN

{a, b} {b, c}
{a><
{b} {c}

Laticile de mai sus sunt izomorfe.

{a}

[

5. Aratati ca exista un epimorfism de ordine de la L, la Lo, latici

descrise de diagramele:

Lll

AN
\
VAN
N\

LQI
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Solutie.
f(
Fief:L1—>L2, .;E
£
Avem x <y = f(x) < f(y), deci f este un epimorfism de

ordine. [

6. Aratati ca nu exista un epimorfism de latici intre urmatoarele

7\
N/

1/

latici:

Daca ar exista un epimorfism f, am avea
f(a) = f(b) =d de unde
Fave) =) =1 £ f(a)V () =a’

7. Determinati un morfism intre urmatoarele latici:
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N\
N

Solutie. Daca am considera

f(0)
f()
am avea f(aVb) # f(a)V f(b) = 0/, ceea ce contrazice

faptul ca f este morfism.

Deci, f(1) =0sau f(1)= f(a)=f(b) = f(0)=1". |

fla)=f(b) =0
1/

8. Orice element maximal dintr-o latice este maxim. (Orice ele-

ment minimal dintr-o latice este minim).
Solutie. Fie m maximal in L §i z € L, arbitrar.
Avem m V x > m, m maximal, de unde m V z = m deci

xr < m, Vx, adica m este maxim. [ |

9. Fie {I;}, un lant de ideale din L. Atunci I = (JI} ideal.
k

Solutie. Fie z,y € I deci 3k, ky: x € Iy, y € Ii,.
Cum {I.}, este lant, rezulta I, C I, sau invers.
Presupunem ca Iy, C Ij,.

Avem z,y € Iy, decix Vy € Iy, C 1.

Fiex eIy <z Rezulta dk:x € I}, deciy € I}, C I.
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10.

11.

12.

L are toate idealele principale daca si numai daca L satisface

conditia maximala, adica orice lant, (crescator) este stationar.

Solutie. ” = ” : Presupunem ca L nu satisface conditia

maximala, atunci Jeg < ¢; < 3 < ... < ¢, < ...infinit in L.
Fie Iy = ]« ¢;]. Rezulta {I}}, lant, deci |JI; = I ideal si
k

conform ipotezei, I este principal, deci dd € L astfel incat

I =], d], contradictie cu faptul ca Vz € L, 3¢, > x, ¢, € I.

7 <= 7 :Fie I ideal al lui L. Rezulta ca in [ are loc conditia
maximals, deci Imax ] "= a, de unde I = ]+, a], pentru ci
Vy<a,yel |

Idealele, filtrele sunt sublatici convexe ale lui L, adica satisfac
conditia: Ya,b € I cua < b= [a,b] C I.

Solutie. intr—adevér, daca [ ideal i a,b € I, a < b, atunci
I DO ]<,b] D [a,b], deci I este convex. Similar, se arata

afirmatia referitoare la filtre. |

Orice sublatice convexa a lui L este intersectia dintre un ideal
si un filtru.

Solutie. Fie L’ o sublatice convexa a lui .

Definim I = {x € L|Fve L' : x <wv}. Aratam ca [ este
ideal.

eryel= Jwel  : z<v, y<w=

— zVy<vVvVwel =zVvyel
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13.

14.

erxecl y<r=—yecl

Deci, Ieste ideal.

Dualul lui [ : F={x € L|3Jve L' :v <z} este un filtru.
Verificam ca L' = I N F.

7 C 7 : Rezulta din definitia lui I si definitia lui F.

"7 :Fiete INF = Ju,v € L astfel incat u < t < v.
Cum L' este convexa rezulta [u,v] C L', deci t € L'. |
Fie L o latice (multime ordonata) care satisface conditia ma-
ximald. Atunci L are maxim (element maximal).

Solutie. Este suficient, conform exercitiului 1, sa aratam ca

L are un element maximal.
Fie ;1 € L. Daca r; maximal, am terminat.
Daca nu, dry > 1. Daca x5 maximal, am terminat.

Daca nu, drg > x5 > 7.

L satisface conditia maximala, deci sirul z; < 2o < 23 < ...
este stationar, adica se termina cu un x,, pentru care Ay,

Y > Ty

Cu alte cuvinte, x,, este maximal. [ |

Daca L este o latice, atunci exista un morfism injectiv de
ordine f : L — P(L), incat

Vo,y € L, f(x ANy) = f(x)N f(y).
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Solutie. Definim f astfel:
f:L—=PL), flxy=1,={teL|t<uz}.

f este injectiv: daca x,y € L satisfac egalitatea f(x) = f(y),
atunci « € [, = [, de unde x < y siy € I, = I, de unde
y <.

Apoi, f este morfism de ordine; daca z,y € L, z <y, atunci
I, C 1, adicé f(z) C f(y) si reciproc, daci f(z) C f(y),
atunci x € I, C I, deci x < y.

In sfarsit, pentru orice x,y € L avem echivalenta:
z € flzNy) <= z<aNy <= z€ [,N], <= z € f(x)Nf(y).

8.2 Latici modulare

Definitia 55 Spunem ca o latice L este modulara (dedekin-

diand) daca:
Va,b,ce L, a<c=aV (bAc)=(aVb)Ac.

Observatia 20 O sublatice a unei latici modulare este modulara.

Exemplul 66 Daca A = {a,b,c}, atunci

P =({A,0,{a},{b},{c}}.C)

este o latice modulara.



Latici. Clase de latici 140

Observatia 21 Laticea L modulara daca si numai daca
Va,b,ce L,a<c=aV (bAc)> (aVb)Ac|.
Cealalta inegalitate are loc mereu.

Teorema 37 (Teoremd de caracterizare). Laticea L este mo-

dulara daca si numai daca

a<b
aVe=bVe = a=0b,
aNc=bAc

unde a,b,c € L.

Demonstratie. Sa remarcam mai intai ca ipoteza conditiei tre-
buie satisfacuta de un anumit element ¢ din L, nu de orice element
din L.

"= "Fiea<baVc=bVc,aNc=bAc.

Obtinem

aV(bANc)=aV(aNc)=a
(aVe)ANb=(bVec)ANb=b.

Din L modulara, rezulta pentru a < b, aV (bAc) = (aVc)Ac.
Deci, a = b.

ap=aV (bAc)
c1=(aVb)Ac.

In orice latice, pentru a < ¢ avem a V (bAc) < (aVb) Ac

7 <= 7 Fie a < c¢ i notam {

(conditia de submodularitate).
Deci, a < a; <c¢; <c.
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Pentru a demonstra ca a; = ¢, verificam

al\/b:cl\/b;
al/\b:cl/\b.

Din a1 < ¢ rezulta a; Vb < ¢y Vb.

Din a < a; rezultda ¢; = (aVb) Ac < aVb < a Vb, deci
01§a1Vb.

Dar b <ay Vb, decic; Vb<a; Vb Asadar,a; Vb=c Vb

Similar, a; Ab=c; Ab. Deci, a1 = ¢. [ |

Teorema 38 (Teoremd de caracterizare). Laticea L este mo-
dulara daca st numai daca L nu conline o sublatice formata din 5

elemente, izomorfa cu laticea pentagon.

Demonstratie. 7 = 7 Fie L o latice modulara.

Presupunem ca L contine o sublatice izomorfa cu:

RN
\/

Atunci L nu este modulara, pentru ca

a<b
aVe=bVe ,
aNc=bAc

dar a # b, contradictie.
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2

<= 7 Presupunem ca L nu este modulara. Atunci exista
a, b, c € L diferite, astfel incat a < bsiaVe = 0bVe, aAc = bAc, deci

urmatoarea diagrama reprezinta o sublatice a lui L, contradictie cu

c / \ b

\ a
aANc

1. Aratati cd multimea N (G) a subgrupurilor normale ale unui

ipoteza.

Exercitii

grup G este latice modulara.

Solutie. In laticea(N (G),N, V) avem Ny V Ny = Ny - No.

Verificam conditia de modularitate:

VA< B, (C-A)NBC(CNB)-A.

Fiebe (C-A)NB.Rezulta b=c-a,ce€ C,a € A, de unde

c=ba"' € B, deci ce CNB.

Dar, a € A, decib € (CNB) - A. [

2. Laticea submodulelor unui R—modul este modulara.
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3. Multimea subgrupurilor finit generate ale unui grup G nu for-

meaza neaparat o latice.

Solutie.

Daca S = (g1,---,9k) < G si S2 = (gy,...,9,) < G, atunci
[Sl U 52] = <gla s 7gk7g/17 s Jg;> = sup (Sla 52) finit generat'

In schimb, intersectia de subgrupuri finit generate este un

subgrup, care nu e neaparat finit generat. [ |

Prezentam mai jos un exemplu de grup finit generat, care are

un subgrup, care nu este finit generat:

Fie (S (R), o) grupul bijectiilor de la R la R.

f@)=a+1

g(z) = 2x.

fr9€SR),

Consideram f,, = g " fg" 51 G = (f, g) finit generat.
Consideram H,, = (f,) si H = | H,.

n>1
Rezulta ca H < G, pentru ca Vn, H, < H, ;.
g () = 2"z
9" () = 5

. n
Deci, f, (z) = £&H = 2 + 5, de unde

Intr-adevar, avem {

fn ($) = (fnJrl : fn+1) (QJ)

care implica f, € H, 1 adica H, < H,.1.

Deci H < G si H nu este finit generat.
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8.3 Latici distributive
Definitia 56 O latice L este distributiva daca
Va,b,ce L, (aVb)Ac=(aNc)V(bAc).

Observatia 22 Orice latice distributiva e modulara. Reciproca nu

este valabila.
Exemplul 67 Consideram A = {a,b,c}. Atunci

P = ({A0,{a} {b} . {c}}, Q)

este o latice modulara, dar nu este distributiva:

({a} v{bh) A = AN {c} = {c};
{a} Adeh) vV ({0} A {e}) =0V D=0

Observatia 23 O sublatice a unei latict distributive este distribu-

tiva.

Observatia 24 Laticea L este distributiva daca si numai daca
Va,b,ce L, (aVb)ANc<(aNc)V (bAc),

pentru ca in orice latice are loc inegalitatea inversa.

Exemplul 68 Tripletul (P (M),U,N) este o latice distributiva.
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Teorema 39 (Teoremd de caracterizare) Fie L o latice. Are

loc echivalenta:

1. L distributiva;

2. Ya,b,c€ L, (aNb)Ve=(aVec)N(bVc) (duala egalitatii din
definitie).

3. VYa,b,c € L, (aANb)V (aNc)V (bAc) = (aVb)A(aVec)A
(bVe).

Demonstratie. 71. = 2.7
Din definitie avem (a Vb) Ac= (a Ac)V (bAc).
Notam (b A ¢) = d.

Deci,

(aVe)N(bVe)=(and)V(cAd)=[aN(bV)]VI[cADVc)=

et (aNb)V(aANc)Ve=(anb)Vc

(aplicam 1. de doua ori).
72. = 3.” Notam (a Ac)V (bAc)=d.

Avem
(aAb)V(aAc)V(bAS)Z (@Vd)A(DbVd =

=[aV(anc)V(bACS)ANDV(aNc)V (bAC)] =
=[aVOAADV (A Z
=(aVbANaVe)ANbVa)A(DbVe)=(aVb) AaVe)N(bVe).

73. = 1.” Presupunem a < c.
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Atuncia Ab < bAec.
Dar,

aVe=c=s(@aAbV(arc)V(bAc)=

=(@Ae)VA)Z @V A@Ve)ABVe)=(aVb)Ac,

deci obtinem 1. pentru a < c.
Notez cu (x) egalitatea 1. pentu a < c.

In cazul general, notam

Din 3., u = v implica c Au = c A v.
Dar

—

*

chu=cA[(aNb)V(anc)V (bAc)] =

~

=lcA(@nb)]VieA((aNc)V (bAe)]=(aNec)V (DAC).

Avem cVvo=cA(aVb)A(aVec)AN(bVe)=cA(aVb).
Deci, Va,b,c € L, (a ANb)V (bAc)=cA(a VD). |

Teorema 40 (Teoremd de caracterizare). Fie L o latice.

L este distributiva <—

— b
vabeel, “V° Vc}zmzb.
aNc=bAc

Demonstratie. " =— 7 Avem:

a=aN(aVe)=an(bVe)Z

—@Ab)V(@anc)=(aAb)V(bAC) ZbA(aVe)=
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=bA(bVec)=0b.
7 <= 7 Conform teoremei anterioare, L este modulara.
Avem
anb < avb==u = (a Ab)V[cA (aVb)] = [(@aAb)VA(aVb).
Avem

bAc<bVe=v=bAc)V]aA(bV)]Z[bAc)VaADVe).
Vrem sa aratam ca u = v.
Pentru aceasta verificam ca: u Ab=vAbsgiuVb=uvVb.

Avem

mod.

aNb<b=uAb=[aNb)V(cA(aVD)]Ab=

=(aNb)V]cA(aVb)Ab=(aNb)V (bAc).

De asemenea,
bAc<bZE o Ab=[bAC)V(aADBVE))Ab=

=(bAc)V]aN(bVe)Ab =
=({bAc)V(aAD).

Deci, u Ab=wv Ab.

Similar, u Vb =1v Vb.

Utilizand ipoteza, rezulta u = v, de unde u A a = v A a.
Dar,

uNa=[aNnb)V(cA(aVD))] Aa 2

mod.

=[(aAnb)VA(avVb)Na=aN][(aNb) V] =

=(aANb)V(aAc)
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i
v/\a:[(b/\c)\/(a/\(b\/c))]/\améd'
=[bAc)ValAN(DbVc)ANa=(bVe)Aa.

Deci, a A (bV¢) = (aANb)V (aAc),Va,b,c e L. [ ]

Teorema 41 Fie L o latice. L distributiva daca st numai daca L

modulara si L nu confine o sublatice izomorfa cu laticea diamant:

N
N/

Demonstratie. 7 = 7 Laticea L nu contine o sublatice izo-

morfa cu cea de mai sus, pentru ca aceasta nu este distributiva:

aVb=bVc,aNb=bAc, dar a # .

7

<= 7 Presupunem ca L e modulara, dar nu este distributiva.
Din teorema anterioara rezulta ca:
aVe=bVe

da, b, c: ,a #b.
aNc=bAc 7

Pentru ca L este modulara, a si b nu sunt comparabile.
Pe de alta parte, a si ¢ nu sunt comparabile.
Presupunem a < ¢. DinaVe=>bVecrezultabVe = cdecib < c.

Dar a A ¢ = b A c si obtinem a = b, fals.

Presupunem c < a si rationam prin dualitate.
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Similar, b si ¢ nu sunt comparabile. Rezulta ca aVc = bV c,
aNb=bAc,aVb < aVbVe = aVe. Dacaam presupune aVb # aVe,
atunci am obtine sublaticea de mai jos, ceea ce ar insemna la L nu

este modulara, fals!

7N
N\

Deci a Vb= aV c si obtinem astfel sublaticea:

aVc

RN

a b c

N

alc

contradictie cu ipoteza. Deci L este distributiva. ]

8.4 Latici Boole

Definitia 57 O latice se numeste Boole sau algebra Boole daca:

L distributiva;
30 = min L; 41 = max L;
aVvVad=1

Va € L,3a’ € L :
aNa =0.

a’ se numeste complementul lui a.
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Exemplul 69 Tripletul (P (M),U,N) cu 0=0,1=M, A’=CA

este o algebra Boole.

Observatia 25 Fie (M, <) o multime total ordonata, astfel incat
|M| > 2 si M are 0 gi 1. Nu rezulta de aici ca toate elementele lui

M au complement.

Observatia 26 Fie laticea L :

7N
N/

In L orice element are exact un complement.

Observatia 27 Consideram laticea L' :

AN
N/

In L' orice element are mdcar un complement, dar L' nu este

algebra Boole, pentru ca nu este distributiva.

A,V operatit binare;
Observatia 28 Daca L este latice Boole, § 0,1 operatii nulare;

x — o' operatie unard.
Definitia 58 Fie L o latice completa, adica 3 \b;,3\/b;, unde I

el i€i
este o multime de indict arbitrara.
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L se numeste infinit distributiva dacaVa € L,Vb; € L, i € I,

a/\(\/bi) =\ (aAby);

on (;"bi) v,

el icl

Exemplul 70 Orice sublatice completa a lui (P (M), C) este infi-

nit distributiva, pentru ca:
reAN <UBi> — Ji:z € ANB, <= zc|J(ANB)
icl iel

st cealalta egalitate se obfine similar.
Exemplul 71 (N,|) este latice completa cu:

Il =min(N,|), 0 =max(N,|), A x=cmmde X

z€XCN
V 2= cmmme X, X finita
£EXCN 0, X infinita.

(N, |) nu este infinit distributiva:

2AW (21@—1)] —2A0=2
V[2A@2k—1) =1.
k=1

Sa remarcam cd

a <\/bi) =V (aAb), aV (/\bi> = A (aVb)

1€l 1€1 el iel

nu sunt echivalente, dupa cum se observa in exemplul dat mai sus.
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Teorema 42 Orice latice Boole completa este infinit distributiva.

Demonstratie. Avem

V(aAb) < (\/bi) A a.

1€1 1€1

Pentru inegalitatea inversa:

bzga’\/bzzl/\(a’\/bl):

=(@Va)A(dVb)<dV {\/ (a A bi)] de unde

1€1

a A (\/b,-) <aA la’\/ l\/ (a/\bi)H =

1€1 €1

=(aNnd)V {a/\ {\/(a/\bi)H.

ici
Deci a A [\/ (a N bl)l <V (aNb;), adica are loc egalitatea.
ici ici
Prin dualitate, se obtine cealalta egalitate. [

Definitia 59 Fie L' C L latice Boole. L' se numeste sublatice

Boole a lui L, daca:

a,b e L' implici aV b,aNbe L'
a € L' implica o’ € L.
Observatia 29 O sublatice a lui P (M) se numeste inel de multima.

O sublatice Boole a lui P (M) se numeste corp de mulfimi.

Teorema 43 Fie (a;),.; o familie de elemente ale unei algebre Bo-

olene B. Daca, in egalitati de mai jos, unul din cei doi membri
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exista, atunct exista si celalalt membru si au loc egalitatile:

!/ !
(\/al) = Aa; </\ai) = Va,.
ici i€l

Demonstratie.

Presupunem ca Jda = Va, deci Vi € I, a; < a, de unde d’ < af,
Viel.

Fie b < a}, Vi € I. Obtinem 0’ > a;, Vi € i si din definitia lui a
rezulta b’ > a adica b < a’.

Deci, a’ = Aa}, adica are loc prima egalitate (daca exista primul
membru).

Similar pentru egalitatea a doua.

Presupunem acum ca exista membrul drept din prima egalitate.
Utilizand cea de a doua egalitate, 3V a; = Va;, primul membru din

prima egalitate si suntem in situatia anterioara. [

Definitia 60 O algebra Booleana B este complet distributiva
daca ¥ (aij)iel, ieJ

litatt de masi josi, atunci exista $i celalalt si ele sunt egale.

A () = v (o)

Exemplul 72 P (A) este latice completa gi complet distributiva,

din A, ori de cate ori exista un membru al ega-

pentru orice multime A.

Exemplul 73 Orice algebra Boole finita este completa si complet

distributiva.

Teorema 44 (Tarski). O algebra Booleana completa si complet

distributiva este izomorfa cu P (A), unde A este o anume multime.
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Indicatie de demonstrare: Se considera B o algebra Booleana

completa si complet distributiva,

0= (pe)~ (ge) o
A={f(C)|CCB, f(C)#0}.

Exercitii

1. Intr-o latice Boole, complementul este unic.

avVd =1=aVad
Solutie. Fie , unde a este element al
aNd =0=aANd’
unei latici Boole.
Avem d = d'Al =d'N(aVa") distr. (@' Na)V(a' Aad")=d Nad"

de unde o’ < a” &i similar obtinem cealalta inegalitate.

Deci, ' = a”. [ |

2. Intr-o latice Boole, au loc proprietatile urmatoare, pentru

orice a si b:
e 0)=1;1=0,

.« (@) =a

Vb)) =d AV
formulele lui de Morgan: (aV0) , “
(anb) =d VU,

e a<b=1V<d,

e a<b=aNb=0gdVb=1.

Solutie. Avem OV1=1;0A1=0,deci 0 =1, 1" =0.
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Apoid' Va=1,da ANa =0, de unde (a') = a.

Pentru formulele lui De Morgan:
(" ANVYV (aVd)=(d V)N Ve) =

=(@Vave)AW Vavd) =1

(a ANUYAN(a VD) =dAN[(aVb)AY]=dANaANb)VOAY)=0.

Deci, a' AV = (a V).

Similar, se obtine cealalta egalitate.

. . . o de M
Apoi, are loc sirul de implicatii: a < b= aAb=a o=

adVt =d=1b<d.
In final, din a < brezultd a AW < bAY =0 deci a AV =0 si
aVad <dVbdeunded Vb=1.

3. Laticile cu doua elemente sunt algebre Boole.

Solutie. Fie L = {a,b} si presupunem ca a Vb = b adica
a<b Avemda =0b, 0 = a. [ |

4. Multimea propozitiilor din logica propozitionala formeaza o
algebra Boole.
Solutie. Doua propozitii sunt egale daca au aceeasi valoare

de adevar. In aceasta latice, elementul 0 este orice propozitie

falsa, iar elementul 1 este orice propozitie adevarata.
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Daca a, b sunt propozitii, putem forma propozitiile a Vb, a A b,

iar a’ este negatia lui a. [ |

5. Fie L o latice distributiva si I = [a,b] € L. Multimea ele-
mentelor din I care au complement in / formeaza o algebra

Booleana.

6. Fie R un inel cu 1, in care orice element este idempotent,
adicd Vz € R, 7?2 = x ( un astfel de inel se numeste inel

TANYy=2x
) Y 4 de undeobtinem
r=1—=x

Boolean.) Definim pe R : {
rVy=x+y—xy.
Atunci (R, V, A, ) este algebra Boole.

Sa remarcam ca intr-un inel Boolean R, avem car R = 2.

Intr-adevir, avem (x4+y)° = z +y de unde zy + yz = 0.
Pentru y = x obtinem 2x = 0 deci x = —x. Asadar, zy =
yr, Vr,y € R de unde car R = 2.

7. Daca intr-o algebra Boole definim:

Tzy=xT ANy
r+y=(@xAy)V (@ Ay)
atunci (R, +, -) este inel Boolean. [

8. Fie (L, <) o latice completa. Daca f : L — L este un morfism

de ordine, atunci exista a € L, astfel incat f(a) = a.

Solutie. Notam P = {z € L | x < f(z)}. Multimea P este
nevida, deoarece infL € P. Dar, laticea L este completa, deci

exista supP pe care il notam cu a. Avem = < a,Vx € P.
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Rezulta x < f(z) < f(a),Vz € P, de unde f(a) este majorant
pentru P. Asadar, a < f(a), adicd a € P, de unde f(a) <
f(f(a)). Deci, f(a) € P, din care f(a) < a. Deci f(a) = a.

9. Fie (P, <) o multime partial ordonata, in care exista inf H,
VH C P. Sa se arate ca (P, <) este o latice.

Solutie. Din ipoteza, Va,b € P, Jinf {a,b}.
Fie H multimea tuturor multimilor majorantilor multimii {a, b}.

Atunci sup {a, b} = inf H. Intr-adevir,

(a) a < h,b<h,Vh € H implica a,b < inf H;

(b) Fie cincat a < ¢, b < ¢, de unde ¢ € H, deci inf H < c.
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Lanturi in latici. Elemente

ireductibile si descompuneri

9.1 Lanturi in latici

Fie L o latice, a,b € L.

Definitia 61 Fie a > b. Se numeste lant finit de extreme a si b

orice submultime finita {as,...,a,} C L astfel incat

a=a, >as>...>a, =b.

Definitia 62 Spunem ca a acopera pe b si scriem a b b daca

{azb, a # b;

a>r>b, xr€L=— xr=asaux=0>.
Definitia 63 Un lant a1 > as > ... > a, e maximal daca
agkFay k... Fa,.

158
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Exemplul 74 Consideram

e b

d
a>b>c>d , )
sunt lanturi mazimale.

a>e>d

Lantul a > b > d nu e maximal.

Vom arata ca in laticile modulare, lanturile maximale au aceeasi

lungime.

Lema 1 Fie (L,A\,V) o latice si fie a,b,c € L. Dacaatcsibl c,

atunci a ANb=c sau a = b.

a>alNb>c

Demonstratie. Avem b>aAb>c deci a A b = ¢ sau
akFc, blFc

a=aNb=0. |

Lema 2 Fie (L,A,V) o latice modulara si fie a,b € L.
Avem bk aAb < aVbt a.

Demonstratie. Aratam ca b+ a A b implica a V b I a.

Reciproca se obtine prin dualiatate.

Avem a V b # a, altfel a > b, de unde a A b = b, contradictie cu
bt aAb.
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Fie
aVb>x>a (1)
Obtinem
(aVOANb=b>xANb>aNbd
bEaAnb
b=xzAbsauz Ab=aAb (2)

Din a < x rezulta in baza modularitatii ca

zA(aVvb)=aV (zrAb)

}de unde x = a V (z A b) deci, din
aVb>z>a

(2) rezulta x =aVbsauz =aV (a Ab) = a. |

Teorema 45 (de tip Jordan-Dedekind) Intr-o latice modulard
doua lanturi finite maximale, cu aceleasi extreme, au acelasi numar

de elemente.

Demonstratie. Fie L modulara si fie ' si Cy doua lanturi
maximale cu aceleasi extreme.

Fie n numarul de elemente din C; si m numarul de elemente
din C5. Presupunem ca n < m. Demonstram prin inductie dupa

n, can =m.
Cl cabb o .
Pentru n = 2, avem pentru ca au aceleasi extreme

Cy:abb

si C1 maximal.

Presupunem afirmatia adevarata pentru n = h — 1 si demon-

stram pentru n = h.
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/\
N7

,cuh <ksia = by, ap, = by.
biEby .. F by = A= 0 dn = Ok

Aratam ca h = k.

Fie{all—aﬂ—...l—ah

1. Daca b,_1 = aj—1 atunci k — 1 =h — 1.

1k
2. Daca by_1 # ap_1, atunci Ah=1 T h de unde, in baza Le-
br_1 by

mei (1) rezulta

ap—1 N bk,1 = ap = bk

Fie ¢p,_o = ap_1 V by_1 de unde, in baza Lemei (2) rezulta

bk,1 F bk =ap_1 N\ bk,1 §1 obginem Ch—2 F ap—1-

Similar, ¢,_o F b_1.

(a) Daca ¢j_o = ap_2, obtinem
all—agl—...l—ah_g
bl l_bzl_...l_Chle_bkfl

bi by ... b1, cuay =by, ap_o=cp_o
Rezulta h — 1 =k — 1, adica h = k.

(b) Daca cp_9 # ap_o, din cj_o & ap_1, ap_o F ap_1, conform

Lemei (1), rezulta cp_o A ap_o = ap_1.
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Notam c¢p_3 = ap—o V ¢j_a.

Din Lema 2, rezulta:

® chaolap o Nch_o= a1 =

Ch—3 = ap—3 V Ch_o = ap_s.
o siapobap1=ap2 /Ny =

Ch—3 = ap—2 V Ch_o = Cp_a.

Deci, ¢p,_3F ap_o si cp_3 F cp_s.
Continuand astfel:

i. 3i, 1 <i < h—1 astfel incat ¢;,_; = ap_; (ca la

2.a.) si atunci
ap I_~--l_ah—izch—il_-H'_Ch—Q'_bk—l

alzbll—bgl—...l—bk,l
deunde h — 1 =%k — 1 de unde h = k.

sau
. cp_g 7£ ap—i, VZ, l<i<h-—1.
In acest caz, as AN cy = c3, co F a3 = as N ¢y

as - az = as A g si din Lema (2) rezulta
C1 :CLQ\/Cgl_&Q, C1 l_CQ.

Din
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Clzag\/Cg
Ca=azV ez, ..., Chg=ap_1Vbp

obtinen a1 Ve = a1 VasVazV...Va,1 Vb1 =ay,
pentru ca a; > a;, Vi > 1, by > by_1, a1 = by , deci
a1 > ¢ as, ay - as, de unde a; = ¢4.

Avem lanturile maximale:
Cl1:C1|_C2|_...|_Ch,2|_bk,1

by Fbo o bk

deunde h — 1 =k —1 adica h = k.
[ |

Observatia 30 Nu doar laticile modulare satisfac conditia Jordan-

Dedekind.
Laticea de mai sus satisface conditia Jordan-Dedekind, dar nu

este modulara.
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9.2 Elemente ireductibile si descompu-

neri
Fie (L, A, V) latice si fie a € L.

Definitia 64 Spunem ca a este ireductibil relativ la N, dacd a nu
poate fi scris ca N\a;, a; € L, a; # a, Vi = 1, n.

=1
n

a ireductibil relativ la V, daca nu poate fi scris ca \/ a;, a; € L,
i=1

a; # a, Vi =1,n. In caz contrar, a este reductibil.

Exemplul 75 Consideram laticea (N*,|). Ya € N*, a este reducti-

bil in raport cu N, pentru ca Ja;, a; # a, Vi astfel incat
a = cmmdc(ay,...,a,).

1 = cmmde(2,3)
De exemplu, 2 = emmde (4, 6)
3 = cmmdc (6,9) ...
Pe de alta parte, da € N*, a wreductibil relativ la V si da € N¥,

a reductibil relativ la A:

1 = cemmmec(ay,...,a,) implici a; = 1,Yi =1,n.

2 = cmmmec (aq, . .., a,) implica iy : a;, = 2, restul a; = 1.
3,5,7,... similar

4 = cemmme (aq, ..., a,) implica Ji:a; =4, restul a; = 1.

6 = emmmec (2, 3)

pt = cmmme (a1, ..., a,), p prim implicd Ji : a; = p*, restul a; = 1.

Toate de mai sus sunt ireductibile, mai pufin 6, care este reduc-
tibil.
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Definitia 65 Fie L o latice si fie ai,...,a, € L astfel incat a =
a1 N\ ... N\ay, respectiva =a1 V...V a,.

Descompunerea de mai sus se numeste descompunere ire-
ductibild a lui a dacd Vi = 1,n, a; ireductibil relativ la A, respectiv
ireductibil relativ la V, si nu este posibil sa eliminam din egalitate

niciun a;, fara a strica egalitatea.
Exercitii

1. Fie L o latice modulara, a,b,cq,co,...,c, € L astfel incat
b<c <aVb,Vi=1,n. Atunci,

aN(ciVeaV...Ve,)=(aNc))V...V(aAcy,).

Solutie. Demonstram prin inductie. Pentru n = 2, avem
b<cideunde bV (aAc;)=(bVa)Ac =c sidec

bV(aNc)V(aNcy)=c1V(aNc).

Similar, bV (aAcg) V (aAc) = ¢V (aAcp) prin urmare
aV(aANc)=caV(aAc)deunde ¢y Vey =caV(aAcp) deci
aN(ciVe)=(aNer)V(aAcs).

Presupunem afirmatia adevarata pentru n = h — 1 si demon-

stram pentru n = h.

Avem:

b<cV...Veo1 <aVb
b<c,<aVb

si
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aN(aaV...Vep)=aN[(c1V...Vero1) ANep) =

—[lan(aV...Ver)V(aAen) P2 (@Ae)V.. VaAc).

a=aV...Va
2. Fie L o latice modulara si ! " descompuneri
a=ayV...Val,

ireductibile. Atunci n = m. Similar pentru A.

Solutie. Presupunem ca n este minim ca lungime a descom-

punerilor ireductibile. Atunci n < m.

by=aV...Va
Notém{ ! 2 "

¢ =byVva,i=1m.
Avem a = a; Vb §i by < ¢; <a=ay Vb, pentruca a; < asi

by < a de unde ¢; < a. Conform exercitiului anterior,
(arANer) V... V(aiAey)=a1 AN V... Vep) =
=bVa=a.

Deci, a1 = (a1 A1) V... V(ai A ¢y,), dar aq ireductibil, rezulta

%

ca
djrar=aiNcg=a=a, Vb =
:bl\/(al/\Cj)LH:md. (bl\/al)/\cj:
=alhcj=cj=>a=c;=bVa;=

=a;Vay V... Vay,

p . o
aj, as, . .., ap ireductibile.
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Cum n minim, rezulta ca nicio componenta din descompune-

rea de mai sus nu poate fi eliminata.
Deci, a = a}; Vay V...V a, este descompunere ireductibila.

Repetand rationamentul, inlocuim ay cu aj, h # j, ... obtinem

o descompunere a lui a astfel:

o /
a—ajl\/...\/ajn,ngm.

Dar,a=a}V...Va,

' sl nicio componenta nu poate fi elimi-

nata. Deci n = m. [ |

3. Fie L o latice distributiva, a € L. Atunci a admite cel mult
o descompunere ireductibila relativ la V, respectiv la A.
Solutie.

Presupunem ca exista doua descompuneri ireductibile pentru

a relativ la V.

Din exercitiul anterior rezulta ca au acelagi numar de compo-

nente.
a=a1V...Va,
a=a,V...Val,.

Avem
ag=aiNa=a A(@V...Va,)=(aNa}) =

=V...V(agAda,),

dar a; ireductibil relativ la V, rezulta ca

Ji:a; = a; Aa; de unde a; < aj.
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Similar, 3h : a < ay. Deci, a; < a.

Cum descompunerea este ireductibila relativ la V, rezulta ca
h =1, altfel elimin a; din descompunere.

Deci, a1 < a; < ay de unde a; = a.

Analog, orice componenta din prima descompunere coincide

cu o componenta din a doua descompunere.

Similar pentru A. [ |

Exemplul 76 In laticea (N*,|), in care aVb = [a,b] si aAb = (a,D),
un element este ireductibil relativ la V daca si numai daca este
puterea unut numar prim. Din exercitiul anterior rezulta ca orice
n > 1, n se scrie in mod unic ca produs de puteri de numere prime

distincte.
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Sisteme de inchidere.

Operatori de inchidere

10.1 Sisteme de inchidere

Sistemele de inchidere sunt latici complete particulare, pe care le
vom analiza in acest capitol, in conexiune cu operatorii de inchidere.
In particular, multimea subalgebrelor unei algebre universale si

multimea congruentelor sale sunt sisteme de inchidere.

Definitia 66 Numim sistem de tnchidere pe A o submulfime
C CP(A), astfel incat orice intersectie de elemente din C este tot
in C, adica:

VvDC(C, N A eC.

A’eD

Observatia 31 Daca D =0 atunci prin conventie (| A'=A € C,
A’ed
deci A € C, pentru orice sistem de inchidere C. Cu alte cuvinte,

inf @ in (C,C) este A €C.

169
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Teorema 46 1. (C,C) este o latice completa;
2. C nu este in general o sublatice a lui P (A).
Demonstratie.

1. Folosim rezultatul: ” Multimea ordonata (A, <) este o latice
daca ¢i numai daca VB C A, dinf B, iar in acest caz laticea

este completa.”.
Sa aratam ca Jdsup B.
Fie C' multimea majorantilor lui B in A.

Fie a = inf C'. Pe de alta parte, Vb € B,Vec € C, b < ¢, deci
Vbe B, b<a;dacaVb € B, b < a atunci @' € C, de unde

a < d'. Deci, a =sup B.

2. Fie D CC. Este posibil ca supp4) D #supe D, pentru ca

supe D este infimul multimii majorantilor lui D in C, adica

sup.D=nN{Y €eC|VX eD, X CY} decisup,D €C, in

timp ce supp4) D = |J X.
€D

Pe de alta parte, infe D = infp4y D =) X € C.

zeD

Exemplul 77 Multimea relatiilor reflexive (simetrice, tranzitive)

pe A sunt sisteme de inchidere pe A X A.

Exemplul 78 Daca A este un spatiu topologic, atunci mulfimea
submultimilor inchise ale lui A formeaza un sistem de inchidere.
Acest sistem este inchis la reuniuni finite.

Orice sistem de inchidere C, care satisface conditia VA, B € C,

AU B € C, se numeste topologic.
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10.2 Operatori de inchidere

Definitia 67 J: P (A) — P (A) se numeste operator de inchidere

pe mullimea A, daca satisface urmatoarele conditii:

1. extenswitate: VX € P(A), X C J(X);
2. monotonie: X, Y €e P(A), X CY = J(X)C J(Y);

3. idempotenta: VX € P (A), J(J (X)) C J(X).
J (X) se numeste inchiderea lui X .

X se numeste inchisa daca J (X) = X.

Observatia 32 Din definitie rezulta VX € P(A), J(J (X)) =
J(X).

Teorema 47 Fie C un sistem de inchidere pe A,
J:P(A) =P (A
X~n{YeC|VXeD, XCVY}

Atunci J este operator de inchidere.

J (X) este cea mai mica submultime din C, in care X este in-

clusa.

Demonstratie. Verificam conditiile definitiei precedente.
1. Rezulta imediat.

2. Fie X C Z. Atunci

J(Z)=n{Y eC|VZeD, XCZCY}DJ(X).

3. Aratam ca

J(X)=X < Xe€C. (+)
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"= 7 . J(X) = X implici X = N{Y €C| X CY} deci

X eC.
"«=7:X€C, deci X esteunY, deunde J (X) C X C J(X).
Cum J (X) € C rezulta, in baza lui (%), ca J (J (X)) = J (X).
[

Teorema 48 Fie J : P(A) — P (A) un operator de inchidere.
DacaC={X C A|J(X)= X}, atunci C este sistem de inchidere
pe A.

Demonstratie.
FieDCCsi X = () X' Atunci X C X', VX’ € D, de unde
X'eD
J(X)CJ(X)deci J(X)C N X' =X CJ(X), adica J(X) =
X'eD
X deunde X € C. [ |

Teorema 49 Fie A o multime nevida. Exista o corespondenta bi-
jectiva intre mulfimea sistemelor de inchidere si mulfimea operato-

rilor de inchidere.

Demonstratie. 7 = 7 : Fie C un sistem de inchidere pe A. Ii

asociem operatorul:

J:P(A) = P(A)
X~n{yec|XCYy}

Avem J(X) = X <= X € C. Asociem acum operatorului J
sistemul de inchidere ' = {X C A | J(X) = X} . Asadar, C' =C.

7 <=7 : Fie J un operator de inchidere gi 1i asociem sistemul
de inchidere C = {X C A| J(X) = X}, apoi acestuia operatorul
J :P(A) —-P((A).
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J(X)=n{Y eC|X CY}. Avem

J(X)=X — XeC &£ J(X)=X.
Dar VX C A, J(J(X))=J(X) deunde J' (J(X)) = J (X).
Din X C J(X) rezulta J'(X) C J (J(X)) = J(X), deci
J(X)CJ(X),VX.
Analog rationam pentru ” O 7. Deci, J = J'. [

Definitia 68 Fie J un operator de inchidere pe A. J se numeste
algebric daca:

Va € A, din a € J(X) rezultd ca exista o submultime finita
X C X, astfel incat a € J (Xy).

C este sistem de inchidere algebric daca J (asociat lui C)

este algebric.

Teorema 50 Daca J operator de inchidere pe A, atunci J este

algebric daca st numai daca

Demonstratie. 7 <= 7: Imediat.

"= ":Fiea € J(X). Rezulta ca 3X; C X : a € J(Xy), de
unde J (X) CU{J (Xy) | Xy C X}

Invers, din Xy C X rezulta J (X;) C J (X) deci

U{J(Xp) | X; C X} CJ(X).

Agadar, are loc egalitatea. [
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Teorema 51 Fie C sistem de inchidere pe A. Atunci C este alge-

bric daca $i numai daca

VD #0, D CC, D dirijata la dreapta, |J X € C.

XeD

Demonstratie. " =7 : Fie K = J X.
XeD
Consideram J operatorul de inchidere definit de C.

Avem
J(K)=K < KeC.

Aratam ca J (K) = K (<= J(K) C K).
Fie x € J (K). Cum J este algebric, rezulta ca

EIKf:{xl,...,xn}gK: .%'EJ(Kf)

Dinz; € K= |J X rezultd cd 3X; € D:2; € X, Vi = 1,n,
XeD
dar D este dirijata la dreapta, deci

IX €Dz € X,Vi=1,n adici K C X.
Din z € J(Ky) rezulta x € J (X) Xepee
adica J (K) C K.
"= " :Fie X CAsiD={J(Xy)| X;CX finita} C C,
pentru ca J (J (X)) = J (Xy).
Aritdm ca D este dirijatd la dreapta. Din J (Xy),J (X}) € D
rezultd J (X; U X}) C D, unde J (X; U X}) include J (Xy) , J (X}).

Rezulta din ipoteza ca Y = |J J(Xy) € C, dar J(X;) C
J(Xg)eD

X C K deci x € K,

J(X) deci Y C J(X).
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Cum X = | Xy C U J(Xy) =Y avem X C Y si deci

X;CX X;CX
J(X)CJ(Y)=Y CJ(X), pentrucaY €C.
Deci, J(X) =Y = U J(Xy) = U J(Xy) de unde
J(Xxf)eD XpCX
J(X)= | J(Xy) adica J este un operator algebric. [

X;CX

10.3 Laticea subalgebrelor unei algebre

universale

Fie (A, Q) o algebra universala, iar S (A, ) multimea subalgebrelor

sale.
Teorema 52 S (A, Q) este un sistem de inchidere algebric pe A.

Demonstratie. Fie C C S (A,Q), C = () B.
BecC
Aratam ca C este o subalgebra a lui (4, Q).

Fiew € Q; x1,...,2,0,) € C C B, VB (.

Cum B este o subalgebra, rezulta ca
w(@y, ..., 2w € B, VB €C,

de unde w(zy,...,2w)) € C. Deci, S(A,) este un sistem de
inchidere pe A.

Verificam algebricitatea sistemului de inchidere, adica aratam
ca VD C S (A,Q), unde D este nevida si dirijata la dreapta,

E=|]) BesA4,0)

BeD
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Fiew € Q; x1,...,2,(, € E, adicA Vi € 1,7(w), 3B, € D : z; € B..
Din faptul ca D este dirijata la dreapta, rezulta ca exista B’ € D :
Vi, B; C B'. Astfel, Vi,z; € B', de unde w(w1,...,2.,)) € B' C E.
Deci, £ € S(A,Q), adica S (A, ) este un sistem de inchidere

algebric pe A.
|

Observatia 33 S (A, Q) nu este sublatice a lui (P(A), C), pentru
ca sup(Sy, Sz) # S1 U Ss.

Observatia 34 Fie C un sistem de inchidere algebric pe A. Atunci
C este sublatice a lui (P(A),C) daca si numai daca C este sistem

de inchidere topologic.

Fie Jo : P(A) — P(A) operatorul de inchidere corespunzator
lui S (A, Q) . Atunci

VX C A, Jo(X)=n{B € S(A,Q) | X C B}.

este subalgebra generata de X C A.
X se numeste multime de generatori.
Jao(0) este subalgebra minimala a lui (4, Q).

Ja(0) = () daca si numai daca  nu are operatii nulare.

10.4 Laticea congruentelor unei algebre

universale

Fie (A, Q) o algebra universala, iar C' (A, Q) multimea congruentelor

sale.
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Teorema 53 C (A,Q) este un sistem de inchidere algebric pe A*.

Demonstratie. Fie C C C(A,Q), ¢ = [\ p. Deci g este o
peC
echivalenta. Aratam ca q este o congruenta, adica verificam ca

q < (AQ,Q>.

sul;lg.

Din p < (A%,Q) si S (A%, Q) sistem de inchidere pe A%, rezulta

(Nr=a<(4%9),

peC

deci g este o congruenta.

Verificam algebricitatea sistemului de inchidere, adica aratam
ca VD C C'(A,Q), unde D este nevida si dirijata la dreapta, § =
UpeC(A Q).

peD
Avem echivalenta p € D C C(4,Q) < p < (A% Q) si

cum S (A2, Q) este sistem de inchidere algebric pe A?, rezulta § =
Up < (4%9).

peD
Mai ramane de aratat ca J este o echivalenta. Din 6 = | p, p
peD
echivalenta, rezulta ca 0 este reflexiva si simetrica.

Sa verificam acum ca ¢ este tranzitiva.

Fie zdy, yoz deci dp1,p2 € D : xp1y, ypez; pe de alta parte,
dp: p1 C p, p2 € p. Obtinem xpz, de unde xzdz. Deci, 6 € C' (A,Q),
adica C (A, Q) este un sistem de inchidere algebric pe A%

[

Corolarul 1 C (A, Q) este o latice completa, iar cel mai mare ele-

ment al sdu este A%. Cel mai mic element este Ay = {(z,x) | x € A}.
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Exercitii

1. Multimea F a filtrelor unei latici L este un sistem de inchidere

algebric pe L.
Solutie.

1. Fie ;e F,Vie Il si F = (F,.
icl
Aratam ca F' ¢ F.

Reamintim definitia unui filtru:

v, ye F=—=zxNyeF
{ Y Y

reFy>z,ye L=yeF
[z, ye F < xNy€F|.

Avem girul de echivalente :

r,y € FF << Vi el x,y € F, filtru < Vi € I,

rtANy€eF, < xANyecF=F,.
iel
Deci, F' este un filtru.

Rezulta ca F este un sistem de inchidere pe L.

2. Algebricitatea: Fie (Fj),.; o familie de filtre dirijata la
dreapta si F' = |JF;. Aritam ca F € F.

el
Fie z,y € F. Rezultd ci iy, iy astfel incat x € F,, y € Fj, si
cum familia este dirijata la dreapta, rezulta 3F; astfel incat
F,, C F;, F,, C F}.
Deci 2,y € Fj deunde t Ay € F; C F.

Fie acum z € F;, y > x de unde y € F;. Deci, F € F. |
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2. Fie L o latice distributiva gi (F, C) laticea filtrelor sale. Atunci
VF 1, Fy € F,

FVE={xANy|xe€F,yec F}.

Solutie.
1. Notam A={x Ay |z € F,y € F,}.

Aratam ca A € F.

o 1 Ay, xo Ays € A implica
(X1 Ay1) AT Aya) = (1 Awo) A (1 Aya) € A

ez ANy €A, 2>z Ay implicd z € A. Intr-adevir, din

z > x Ny rezulta

distr.

z=zV(xAy) = (zVz)A(2Vy) €A

2. A majorantd in F pentru F} si F. Intr-adevir,

daca x € Fi,y € Fy atunci x Ay € A, Ay < x de unde
x € A adica F; C A. Analog, F», C A.

3. Fie Fe F,Fi CF, F5, CF. Aratam ca A C F. Fie
x e, yeF, Avemx Ay € A, de unde x Ay € F deci
ACEF.

Agadar, A = F1 V F5. |

Observatia 35 Fy A Fy, = F1 N F).
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Algebre libere

11.1 Algebra {2—cuvintelor

Fie Q o multime de operatii, iar X o alti multime. In cele ce

urmeaza, consideram X NQ = (.

Definitia 69 Un Q—gir in X este un gir finit (adica o n—upla
pentru n > 1) de elemente ale reuniuii (disjuncte) QU X.
Notam cu W (2, X) multimea tuturor Q-girurilor in X.

Definim pe W (€2, X)) o structura de Q2—algebra, prin juxtapu-

nere.
Fie w € Q(n) (adica w are tipul n) , a; € W (Q, X), i = 1,n,
a; = (ap, ..., au,), a;; € QUX, j =1k si notam
wlar, . .,an) = (W, Q11,5 oy A1y e ey Aty - oy A, ) -

Se identifica ()—sirurile care au un singur element cu acel ele-

ment din QU X, deci QU X C W (Q, X).

180
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Definitia 70 W (2, X) se numeste algebra )— cuvintelor pe X,
notata si Wo (X).
Elementele acestei algebre se numesc Q—cuvinte in X.

X este alfabetul algebrei.

Teorema 54 Fie X,Y mulfimi. Atunci Wq (X) ~ Wq (Y) daca

st numai daca X este echipotent cu 'Y .

Demonstratie. 7 <= 7 : Fie 0 : X — Y o bijectie.
In fiecare Q—gir inlocuim 2 € X cu 0 (z) € Y.
Obtinem o bijectie f intre W (2, X) si W (Q,Y).

Sa verificam conditiile de morfism:

def. f

flw(xy, ... x,)) w(@(z1),...,0(x,)) =

=w(f(z1), ., f(7n))

Deci f este un izomorfism.
7 =" : Fie acum W (X) ~ W, (V).

Pe orice algebra (A, ) putem defini congruenta:

a = b sau
agb <= a=w(x), ze€A", wel(n)
b=w(y), yeA™ weQ(m).

Notam A° = A/q, deci W° = Wq (X) /q.
W®° consta in:
{ -clase cu cate un element din X;

-intr-o alta clasa, ce contine toate celelalte elemente

Rezulta ca |[W°| = | X| + 1.
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Cum Wq (X) =~ Wq (V) rezulta |Wq (X)°] = [Wq (Y)°] de unde
| X|+1=1|Y|+1, deci | X| =|Y]. |

Observatia 36 I[zomorfismul f: Wq (X) — Wq (Y) este unic de-

terminat de 6.

Teorema 55 Fie (A,Q) o algebra universala si X o multime de
generatori pentru (A,$). Atunci, pentru orice morfism de algebre

universale 0 : A — B, 0 este complet determinat de restrictia 0/ X .

Demonstratie.

Presupunem ca 364,05 : A — B, 6 # 05, dar 6,/X = 05/ X.
Fie A ={zx e A|b (x)=0y(x)}.

Aratam ca A’ = A. Mai intai, verificam ca A’ < A :

Fie (xq,...,1,) € (A)". Rezultd ca 0; (x;) = 0, (z;), Vi = 1,n

si cum 6y, 6 sunt morfisme, obtinem

O (w(z1,...,xn)) =w (01 (z1),...,601 (x,)) =02 (w(z1,...,2,)).

Deci w (x1,...,2,) € A" de unde A’ < A.
Dar X C A < A = (X), agadar A’ = A, contradictie cu
01 # 0s.
]

Teorema 56 Orice algebra universala (A,$) poate fi privitd ca
imaginea homomorfica a unei algebre de Q—cuvinte Wq (X), unde

X e o mulfime convenabil aleasa.

Demonstratie.
Fie X o multime de generatori pentru A. Extindem i : X — A
lad:Wo(X)— A Avem X C Imf < A= (X) de unde Im6é = A.
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X este baza in Wq (X) si X este totodata o multime de gene-
ratori in A.

[
Algebra universala Wq (X) se mai numeste algebra universala
libera de baza X.

11.2 Functorul universal

Mai intai, consideram diagrama urmatoare:

ce satisface proprietatea de universalitate:

VAeQ, V0: X — A 30 : Wq (X) — A astfel incat 0i = 0.
Fie U : Set — €, definit astfel U(X) = Wq(X) si consideram

diagrama:

X X Wo(X)
| o Jre
Y —=Wo(Y)
B jU(ﬁ)
7 —2Wy(2)

Verificam ca U este functor. Avem
U(a)ixy =iy
{ U(B)iy =izP
Rezulta ca U (B) U (a) ix = izPa.

deci U (B) iya = izfa, dar iya = U (a)ix.
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Pe de alta parte U (fa) ix = izfa.

Din unicitatea lui 6 rezulta U (8) U (o) = U (Ba).

Pentru aw = 1x avem U (1x) 1x = 1y.

Folosind unicitatea Iui § obtinem U (1x) = Lux) = Lwg(x)-

Deci, U este functor.

Teorema 57 Fie X o multime st q o echivalenta pe X. Dacaq este
congruenta pe U (X) = Wq (X) generatd de q, atunci gN X? = q
st Wa (X) /g~ Wao (X/q).

Demonstratie.

Consideram diagrama:

X U(X)
T
X/q—=U(X/q)

Sa determinam ker U (7) = {(w,w’) | U (7) (w) = U () (w') }.

Fie (z,2') € q, deci 7 (z) = 7 (2').

Avem U (7) () = 7 (x) = 7 (2')
ker U (m) . Asadar, ¢ C ker U (7).

Cum @ este congruenta generata de g, rezulta g C ker U ().

U (n) (2'), de unde (z,2') €

Verificam ca
ker U (1) N X? = q.

Fie (z,y) € kerU (7) N X2 Avem U (7) (z) = U (7) (y), dar
cum (z,y) € X? rezulta 7 (z) = 7 (y) deci (z,y) € q.

Prin urmare, ker U () N X2 C q.

Dar, ¢ C ker U (7), ¢ € X? de unde ¢ C ker U (7) N X?.

Rezultd deci egalitatea ker U (1) N X2 = q.



Algebre libere 185

Fie { 6: U (X) /7 U(X/q)

Wz, ... o)~ w(&,..., &)

¢ e bine definit, pentru ca g C ker U (7).
Pe de alta parte,

P _
X/qg—U(X)/q
T~~T
se prelungeste unic la
P _
U(X/q) — U(X)/q
W(T1, .oy Bp) > w (T, .., xp)
11 este inversa lui ¢, deci ¢ este izomorfism.
In plus, U(X/q) ~ U(X)/kerU (), conform primei teoreme

de izomorfism, deci § = ker U (7). Prin urmare, are loc egalitatea
gNX%2=gq. [ |

Observatia 37 Daca A este o algebra libera pe X = {a,b,c} si
daca (b, c) € G, atunci obfinem o algebra libera A/q pe {d, 13}
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Note 1storice

12.1 Despre Teoria Categoriilor si fon-

datorii ei

Teoria Categoriilor reprezinta atat un limbaj matematic, cat si un
instrument de lucru pentru matematica moderna, dar si in infor-
matica teoretica, in fizica matematica etc.

Francis William Lawvere, profesor emerit de matematica la Uni-
versitatea Statala din Buffalo, considera ca "teoria categoriilor a
influentat decisiv dezvoltarea a practic tuturor sectoarelor mate-
maticii in cei 60 de ani de existenta”. Studiul categoriilor repre-
zinta o modalitate de a captura proprietati ce au loc in diferite
clase de structuri matematice, legate intre ele de morfismele cores-
punzatoare.

Astfel, teoria categoriilor formalizeaza structurile matematice
si legaturile dintre acestea in termeni de colectii de obiecte si de

sageti (numite morfisme). De remarcat ca obiectele nu sunt nea-

186
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parat multimi, iar morfismele dintr-o categorie nu sunt neaparat
functii. Intr-o categorie au loc doua proprietati de baza: compu-
nerea asociativa a morfismelor si existenta unui morfism unitate
pentru fiecare obiect.

Un studiu sistematic al teoriei categoriilor permite obtinerea de
rezultate generale in diverse tipuri de structuri matematice.

Studiind morfismele dintr-o categorie, putem afla mai multe
informatii despre structura obiectelor.

Functorii si transformarile naturale sunt conceptele-cheie in te-
oria categoriilor. Prin studierea categoriilor si functorilor, nu se
studiaza doar o clasa de structuri matematice si morfismele dintre
ele, ci gi relatiile dintre diferite clase de structuri matematice. Un
functor asociaza fiecarui obiect dintr-o categorie un obiect din alta
categorie, si fiecarui morfism din prima categorie un morfism din a
doua categorie.

Ca exemplu, utilizand functorii, intrebari dificile topologice pot
fi traduse 1n intrebari algebrice, care sunt adesea mai usor de re-
zolvat. Constructii de baza, cum ar fi grupul fundamental al unui
spatiu topologic, pot fi exprimate prin intermediul functorilor.

Transformarile naturale sau morfismele functoriale reprezinta
legaturi intre functori, atunci cand are loc agsa numita proprietate de
naturalitate, adica comutativitatea unei anumite diagrame. Multe
constructii importante din matematica pot fi studiate in acest con-

text.

12.1.1 Samuel Eilenberg si Saunders Mac Lane

Samuel Eilenberg si Saunders Mac Lane sunt considerati fondatorii

teoriei categoriilor.
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Samuel Eilenberg

Samuel Eilenberg (Vargovia, 30 septembrie 1913 — New York, 30
ianuarie 1998) a fost un matematician evreu de origine poloneza,
dar care si-a desfagurat cea mai mare parte a carierei sale de profesor
la Universitatea Columbia din Statele Unite. A obtinut Premiul
Wolf pentru matematica in 1986.

Eilenberg a obtinut doctoratul la Universitatea din Varsovia in
1936 sub coordonarea lui Karol Borsuk.

Domeniul sau principal de studiu era topologia algebrica. impre—
una cu Norman Steenrod a axiomatizat omologia algebrica. A scris
cartea Homological Algebra in 1956 impreuna cu Henri Cartan;
aceasta carte a devenit o carte de referinta in domeniu. In cola-
borare cu Saunders Mac Lane a contribuit la dezvoltarea algebrei
omologice, punand astfel bazele teoriei categoriilor.

Eilenberg a participat la intalnirile grupului Nicolas Bourbaki

si a scris de asemenea o carte importanta in teoria automatelor.
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Ultima parte a vietii sale a dedicat-o studiului categoriilor. Ei-
lenberg a fost gi un renumit colectionar de arta asiatica, de prove-
nienta din India, Nepal, Tailanda, Cambogia, Sri Lanka si Asia
centrala. Mai mult de 400 exponate pe care Eilenberg le-a donat
Muzeului Metropolitan de Arta din New York, au fost expuse in
perioada 1991-1992, sub numele The Lotus Transcendent: Indian
and Southeast Asian Art From the Samuel Eilenberg Collection.

Saunders Mac Lane

Saunders Mac Lane, cu numele initial Leslie Saunders MacLane
(Taftville, 4 august 1909 — San Francisco, 14 aprilie 2005), a fost
unul dintre cei mai renumiti matematicieni americani ai secolului
al XX-lea, cunoscut in special pentru contributiile sale in algebra
astracta (in particular, in algebra omologica si in teoria categorii-
lor).

A scris texte matematice accesibile studentilor: A Survey of
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Modern Algebra (impreuna cu Garrett Birkhoff), publicat in 1941,
Categories for the Working Mathematician publicat in 1971, consi-
derata si astazi o carte de referinta in teoria categoriilor.

In 1930, Mac Lane a obtinut titlul Bachelor of Arts (BA) la
Universitatea din Yale si in 1931 titlul Master of Arts (MA) la
Universitatea din Chicago. A frecventat apoi cursurile de doctorat
cu Paul Bernays, Emmy Noether si Hermann Weyl la Universitatea
din Gottingen, Germania, universitate considerata, la acele timpuri,
centrul cercetarii matematice mondiale. A sustinut teza Abgekiirzte
Beweise im Logikkalkul” (” Demonstratii abreviate in Calculul Lo-
gic”), in 19 iulie 1933 gi a revenit in Statele Unite, datorita politicii
naziste din Germania acelor ani. Preda la Universitatile Harvard,
Cornell gi Chicago. Din 1947 a ocupat o catedra de profesor de
matematica la Universitatea din Chicago, unde isi desfagura restul
carierei sale academice. In 1949 a fost ales ca membru in Acade-
mia Nationala de Stiinte si apoi presedinte al Asociatiei Matematice
din America; in perioada 1974-1980 a fost membru al United States
National Science Board, iar in 1982 a devenit Profesor Emerit. In
1989 a primit Medalia Nationala pentru Stiinte, cel mai inalt titlu
pentru activitatea stiintifica in Statele Unite. A scris mai mult de
100 de articole stiintifice si 6 carti.

A fost distins cu diverse premii matematice: Premiul Chau-
venet al Asociatiei Matematice din America (1941); Colloquium
Lecturer al Societatii Matematice Americane (1963); Titlul ”Mac
Mason” pentru activitatea didactica (1963); Premiul Steele al So-
cietatii Matematice Americane (1986); Medalia Nationald de Stiinte
(1989); Premiul Guggenheim. A fost membru onorific al Societatii

Regale din Edinburg.
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A coordonat peste 50 de teze de doctorat.

Opera lui Mac Lane imbratiseaza diverse ramuri ale matema-
ticii: logica matematica, teoria corpurilor comutative, extinderi de
grupuri, teoria omologiei, teoria categoriilor.

Astfel, impreuna cu Samuel Eilienberg a pus bazele unei noi
abordari in matematica, introducand conceptele de categorie, func-

tor si trasformare naturala.

12.2 Alte figuri matematice marcante

pentru Teoria Categoriilor

Prezenam in continuare pe scurt bibliografiile altor trei matemati-
cieni care au avut contributii majore in teoria categoriilor si aplicatii
ale sale in topologie algebrica, algebra omologica: Daniel Kan, No-

buo Yoneda sgi Alexander Grothendieck.

12.2.1 Daniel Kan

Daniel Marinus Kan (August 4, 1927 - August 4, 2013) a fost un
matematician olandez care a lucrat in special in teoria omotopiei.
A avut contributii majore in acest domeniu in ultimele sase decenii,
fiind autor sau coautor a catorva zeci de lucrari gi monografii.

A fost un profesor emerit la MIT, unde a predat inca din anii
1960. A obtinut doctoratul la Universitatea ebraica in 1955, sub
conducerea lui Samuel Eilenberg. Printre elevii sai se numara Al-
dridge K. Bousfield, William Dwyer, Stewart Priddy si Jeffrey H.
Smith.
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Lui i se datoreaza conceptul de functori adjuncti, aparut intr-o
lucrare din 1958, cat si aga-numitele extinderi Kan.

A avut, de asemenea, contributii importante in topologie.

Unele dintre preocuparile sale recente se refera la categorii de
modele si alte categorii omotopice. A avut colaborari stiintifice cu

Bousfield si Dwyer.

12.2.2 Nobuo Yoneda

e Lemme de Yoneda (..lemme de la Gare du Nord*, 1954

Nobuo Yoneda (1930-1996)

Nobuo Yoneda ( 28 Martie 1930- 22 Aprilie 1996) a fost un ma-
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tematician si informatician japonez, cunoscut in Teoria Categoriilor
pentru Lema lui Yoneda.

Yoneda a studiat matematica la Universitatea din Tokyo. In
ultimul an de licenta, a urmat seminarul profesorului Shokiti Iya-
naga, demonstrand interes pentru algebra topologica. La scurt
timp, prof. Samuel Eilenberg a sosit in Japonia, iar Yoneda i-a
fost ghid si translator. Ulterior, a obtinut o bursa Fulbright si a
fost la Princeton, pentru a studia cu Eilenberg.

Eilenberg s-a mutat in Franta, iar Yoneda l-a urmat dupa un
an. In acea perioada, Saunders Mac Lane frecventa specialisti din
teoria categoriilor din Franta si s-a intalnit si cu Yoneda. Saunders
Mac Lane i-a luat un interviu lui Yoneda la o cafenea din Gare du
Nord din Paris, iar mai tarziu acele discutii si idei s-au concretizat
in ceea ce azi numim Lema lui Yoneda. Lema lui Yoneda este
un instrument important care sta la baza mai multor dezvoltari
moderne in geometria algebrica si teoria reprezentarii.

Sederea lui Yoneda in America si Europa a mai continuat doi
ani, iar la intoarcerea in Japonia, Iyanagai i-a sugerat sa studieze
calculatoarele. In informaticd este cunoscut ca membru al comite-
tului Algol 68.

Pana in 1976, Yoneda a fost profesor la Departamentul de Ma-
tematica la Gakushu University in Tokyo si a ocupat in 1977 un
post de profesor la Departamentul de Informatica al Universitatii
din Tokyo. A iesit la pensie in 1990, la varsta de 60 de ani si s-a
mutat la Universitatea din Tokyo Denki, unde a lucrat ca profesor
pana la sfargitul vietii.

Incd din ianuarie 1996 a fost rapus la pat de pancreatita si a

decedat pe 21 aprilie de insuficienta cardiaca.
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12.2.3 Alexander Grothendieck

Alexander Grothendieck (28 martie 1928, Berlin - 13 noiembrie
2014, Saint-Lizier, Ariege) a fost un matematician francez de origine
germana.

Biografie

S-a nascut intr-o familie de etnie ebraica cu origini ucrainene si
care, pentru a scapa de prigoana nazista, s-a mutat la Paris. Dupa
incheierea celui de-al Doilea Razboi Mondial, a studiat matematica
la Universitatea din Montpellier. A activat in Franta ca profesor la
Institutul de Inalte Studii de la Gif-sur-Yvette.

In mai 1968 se retrage din viata academica si se implica activ
alaturi de matematicienii care sufereau din pricina razboiului din
Vietnam. Dupa 1991 se retrage din viata publica. Batranetea si-a
petrecut-o in Ariege, unde a pregatit carti pentru publicare.

Activitate stiintifica

A fondat o scoala proprie de algebra geometrica, incepand cu

anul 1960 si a contribuit la clarificarea unor notiuni din geometria
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algebrica. A avut contributii in algebra omologica, utilizand teoria
categoriilor gi a functorilor. A obtinut rezultate interesante in teoria
grupurilor. A introdus o clasa mai restransa de spatii vectoriale
topologice si anume aga-numitele spatii nucleare. A demonstrat
ca topologia din spatiile nucleare poate fi definita cu ajutorul unei
multimi numarabile de seminorme hilbertiene.

In anul 1966 a fost decorat cu cea mai mare distinctie a lumii

matematice: Medalia Fields.

12.3 Algebra universala - Istoric

In Tratat despre Algebra universala, scrisa de Alfred North Whi-
tehead gi publicata in 1898, termenul de algebra universala a avut,
in esenta, acelasi inteles pe care il are astazi. Atat William Rowan
Hamilton cat si Augustus De Morgan sunt creditati de Whitehead
ca initiatori ai domeniului, dar si James Joseph Sylvester a folosit
acest termen.

De-a lungul timpului, structuri ca algebre Lie si quaternioni hi-
perbolici au atras atentia asupra necesitatii de a extinde structurile
algebrice dincolo de clasa celor asociativ multiplicative.

Alexander Macfarlane a scris despre cartea lui Whitehead: ”Ideea
principala a lucrarii nu este o unificare a mai multor metode, nici
generalizarea algebrei obisnuite, astfel incat sa le includa, ci mai
degraba studiul comparativ al mai multor structuri.” La momentul
respectiv, termenul de algebra Boole din logica nu intra in acord cu
algebrele numerice obignuite, astfel incat termenul de "universal” a
servit pentru a calma disensiunile aparute.

Opera lui Whitehead a incercat sa unifice quaternionii (definiti
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de Hamilton), algebrele Boole din logica si alte structuri. White-
head a scris In cartea sa: ” Astfel de algebre au o valoare intrinseca
pentru un studiu detaliat separat, de asemenea, ele sunt demne de
un studiu comparativ, de dragul teoriei generale a rationamentului
simbolic, si a simbolismul algebric. In special, un studiu comparativ
presupune in mod necesar in precedent un studiu separat.”

Cu toate acestea, Whitehead nu a avut niciun rezultat cu carac-
ter general. Studiul pe aceasta tema a fost minim pana la inceputul
anilor 1930, cand Garrett Birkhoff si Oystein Ore au inceput sa pu-
blice in domeniul algebrelor universale. Evolutiile in matematica
si teoria categoriilor din anii 1940 si 1950 au promovat acest do-
meniu, in special de Abraham Robinson, Alfred Tarski, Andrzej
Mostowski, si elevii lor (Brainerd 1967).

In perioada 1935 - 1950, cele mai multe lucrari in domeniu au
fost scrise de-a lungul temelor propuse de lucrarile lui Birkhoff,
care se ocupa cu algebre libere, congruenta si subalgebra Grile, si
teoreme de homomorfism. Rezultatele publicate de Anatoli Maltsev
in anii 1940 au trecut neobservate din cauza razboiului. Prelegerea
lui Tarski in 1950 la Congresul International al Matematicienilor din
Cambridge a inaugurat o noua perioada in care au fost elaborate
aspectele teoretice - modelul, in principal, de Tarski insusi, precum
si de CC Chang, Leon Henkin, Bjarni Jonsson, Roger Lyndon, si
altii.

La sfarsitul anilor 1950, Edward Marczewski a subliniat impor-
tanta algebrelor libere, ceea ce duce la publicarea a peste 50 de
lucrari pe teoria algebrica a algebrelor libere, scrise de Marczew-
ski singur sau impreuna cu Jan Mycielski, Wiadystaw Narkiewicz,
Witold Nitka, J. Plonka, S. Swierczkowski, K. Urbanik, si altii.
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Vom prezenta acum cateva note bibliografice despre matemati-

cienii care au adus contributii substantiale in acest domeniu.

12.4 Despre Paul Cohn si George Gratzer

12.4.1 Paul Cohn

Paul Moritz Cohn, s-a nascut la 1 August 1924 in Hamburg,
Germania gi a murit pe data de 20 aprilie 2006, la Londra. A
fost un matematician evreu englez de origine germana, renumit
algebrist gi autor a numeroase lucrari de referinta in algebra, inele
necomutative, algebra universala, teoria laticilor.

A urmat scoala din Alsterdorfer Strafle, apoi, datorita atitudinii
injuste a unui profesor nazist, s-a mutat la scoala din Meerwein-
strafle, unde preda mama sa. Regimul nazist ajuns la putere, l-a
facut sa schimbe diverse scoli in perioada 1933-1938. Mama sa a
fost destituita, iar tatal sau a fost arestat in noiembrie 1938 si trimis
intr-un camp de concentrare din Sachsenhausen, pe o perioada de
4 luni, de unde apoi a avut ordin de emigrare. In mai 1939, Cohn
ajunge in Marea Britanie si nu gi-a mai revazut niciodata parintii,

desi a corespondat cu acestia pana in 1941. La sfarsitul celui de al
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doilea razboi mondial, a aflat ca in decembrie 1941 parintii sai au
fost deportati la Riga.

Paul a dorit sa devina inginer si a lucrat intr-o uzina timp de
patru ani si jumatate, apoi a obtinut prin concurs o bursa la Cam-
bridge, si a fost admis la Trinity College.

S-a laureat in 1948 si a obtinut doctoratul in matematica in
1951 la Cambridge. A lucrat apoi si la Universitatea din Nancy si
cea din Manchester, a fost profesor invitat la Yale (1961-1962) si
la Berkeley (1962). Ulterior a predat si la Queen Mary College, la
Chicago in 1964 si la Stony Brook in 1967.

A devenit in timp unul din algebristii de renume international,
predand In Statele Unite, la Paris, Delhi, in Canada, la Haifa. A
obtinut premiul Lester R. Ford din partea Mathematical Associa-
tion of America in 1972 i premiul Senior Berwick (1974).

Cohn a scris peste 200 de lucrari matematice din teoria grupu-
rilor, corpurilor, inelelor Lie, semigrupurilor, grupurilor abeliene,
inelelor gi in special algebra necomutativa. Tratatul sau de algebra
universala a aparut in 1965.

In timpul liber, ii placea si studieze etimologia si limbajul sub
toate formele sale, traducand articole de matematica in spaniola,
italiana, rusa si chineza.

S-a casatorit cu Deirdre Finkel in 1958 si au avut doua fete.

12.4.2 George A. Gratzer

George A. Gritzer (maghiara: Grétzer Gyorgy, nascut pe 2 August
1936, Budapesta) este un matematician maghiar-canadian, specia-
lizat in teoria laticilor si algebra universala. Este cunoscut pentru

cartile sale despre LaTeX si pentru demonstratia teoremei Grétzer-
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Schmidt.

George Gratzer a primit titlul de doctor la Universitatea Ectvos
Lorand in 1960 sub supravegherea lui Laszlé Fuchs. In 1963 a pu-
blicat impreuna cu E. Tamas Schmidt teorema care afirma ca orice
latice este izomorfa cu laticea congruentelor unei algebre universale.

In 1963 Gratzer s-a mutat din Ungaria in Statele Unite si a
devenit profesor la Universitatea de Stat din Pennsylvania. In 1966
a devenit profesor la Universitatea din Manitoba, iar mai tarziu un
cetatean canadian.

In 1970, Grétzer a devenit redactor fondator si gef al revistei
Algebra Universalis. Articolele sale matematice sunt citate pe scara
larga si a scris mai multe carti de referinta, dintre care mentionam:
Universal Algebra 1960, Lattice Theory 1971, First Steps in LaTeX
1999, The Congruences of a Finite Lattice: A Proof-by-Picture
Approach 2005, Math into LaTeX 2000, More Math into LaTeX
2007.

Gratzer a primit mai multe premii si onoruri: Griinwald Memo-
rial Prize (1967), Steacle Prize (1971), Membru al Societatii Regale
din Canada, Jeffery—Williams Prize (1978), Zubek Prize (1987),
Membru extern al Academiei Magyar Tudoményos (1997).
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El este casatorit gi are doi copii (unul dintre ei este David

Grétzer) si patru nepoti.

12.5 Despre Charles S. Pierce si Ernst
Schroder

Investigand algebrele Booleene, Charles S. Pierce si Ernst Schroder
au introdus conceptul de latice, la sfarsitul secolului 19. Indepen-
dent, studiind idealele inelului intregilor, Richard Dedekind a ajuns
la aceeasi descoperire. Mai mult, Dedekind a ajuns la concluzia ca
laticea acestora satisface o anumita lege, numita astazi legea mo-
dulara (numita, dealtfel, si legea Dedekind).

Teoria laticilor a fost utilizata in conexiune cu teoria grupu-
rilor §i a sistemelor algebrice, in general. In 1935 Ore a dat o
demonstratie pur laticeala pentru teorema Krull-Schmidt, de uni-

citate a descompunerilor directe.

12.5.1 Charles S. Pierce

Charles Sanders Peirce (10 septembrie 1839 - 19 aprilie 1914) a fost
filosof si logician american, considerat fondator al curentului filo-
sofic pragmatism gi, alaturi de William James, parintele semioticii
moderne.

S-a nascut in Cambridge, Massachusetts si a fost fiul lui Sarah
Hunt Mills si Benjamin Peirce, profesor de astronomie si matema-
tica la Universitatea Harvard. Charles Peirce a obtinut diploma in

chimie la Harvard in 1859 iar in timpul liber studia filosofia.
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A fost un inovator in logica si matematica si a avut contributii

1n studiul laticilor.

12.5.2 Ernst Schroder

Friedrich Wilhelm Karl Ernst Schroder (25 noiembrie 1841 in Man-
nheim, Baden, Germania - 16 iunie 1902 in Karlsruhe, Germania)
a fost un matematician german, cunoscut mai ales pentru lucrarile
sale in logica alaturi de George Boole, Augustus De Morgan, Hugh
MacColl, si mai ales de Charles Peirce.

Datorita lui, logica matematica s-a impus ca disciplina de sine
statatoare in secolul al XX-lea.

Schroder a studiat matematica la Heidelberg, Konigsberg si
Ziirich, cu Otto Hesse, Gustav Kirchhoff si Franz Neumann.

S-a mutat apoi la Technische Hochschule Darmstadt, in 1874.
Doi ani mai tarziu, el a ocupat o catedra de matematica la Polyte-

chnische Schule din Karlsruhe, unde a petrecut restul vietii. Nu a
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E.SCHRODER

fost niciodata casatorit.

Schroder a avut contributii importante in algebra si logica, fara
sa cunoasca initial lucrarile logicienilor George Boole si Augustus
De Morgan. A adaugat cateva concepte importante in logica, da-
torita lui Charles Sanders Peirce, inclusiv cuantificarea.

Totodata, Schroder a obtinut rezultate in teoria multimilor,

a multimilor ordonate gi rezultate referitoare la numere ordinale.
impreuné cu Georg Cantor a descoperit teorema lui Cantor-Bernstein-
—Schroder, desi demonstratia data de Schroder in 1898 este gresita.
Felix Bernstein (1878-1956) a corectat ulterior demonstratia, ca

parte a tezei sale de doctorat.
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